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Exercice 1 La fonction Gamma d’Euler est définie par

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−tdt, x > 0. (1)

1. Calculer Γ(1/2).

2. Montrer que Γ(x+ 1) = xΓ(x) pour tout x > 0. En déduire la valeur de Γ(n+ 1) lorsque n est un entier.

3. En utilisant la fonction Γ, calculer la transformée de Laplace de la fonction f(t) = tx, pour x > 0 donné.

Exercice 2

1. Montrer que si f : [0,∞) → C telle qu’il existe a > 0 pour lequel |f(t)| ≤ Meat, pour tout t ≥ 0 et telle que

F (s) = L(f)(s) et limt→0+
f(t)
t existe, alors∫ ∞

s

F (x)dx = L
(
f(t)

t

)
(s), s > a.

2. Applications: Donnez la transformée de Laplace des fonctions suivantes:

f1(t) =
sin(t)

t
, f2(t) =

1− e−t

t
.

Exercice 3 Soit a ≥ 1. On définie la fonction causale f par f(t) = a[t], où [t] désigne la partie entière de t.

1. Montrer que la transformée de Laplace de f est bien définie sur le domaine Re(p) > ln(a).

2. Monter que pour p ∈ C tel que Re(p) > ln(a), on a

L(f)(p) =
1− e−p

p (1− ae−p)
.

Exercice 4 Exemple de résolution d’une équation scalaire linéaire.
On se propose de déterminer la suite (an) définie d’une manière unique par l’équation scalaire linéaire suivante:

du type
αan+2 + βan+1 + γan = bn,

où α, β et γ sont des constantes et a0, a1 donnés
On traite ici un exemple et on donne:

an+2 − 3an+1 + 2an = 3n,

avec a0 = 0 et a1 = 1.
Pour cela, on définit la fonction causale f par

f(t) = an, si n ≤ t < n+ 1, n ∈ N.
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1. Montrer que f est bien définie sur R+.

Dans la suite on suppose que sa transformée de Laplace L(f) est définie pour tout p ∈ C tel que Re(p) > α,
α > 0.

2. Pour t≥ 0 donné, calculer f(t+ k), k ∈ N.

3. En déduire que pour tout t ≥ 0 on a

f(t+ 2)− 3f(t+ 1) + 2f(t) = 2[t],

où [t] désigne la partie entière de t.

4. En utilisant l’exercice 3, déterminer la fonction f ainsi que la suite an.
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