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Transformée de Laplace
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Transformée de Laplace

Un signal f est dit causal de rang a si ’on a f(¢) = 0 pour £ < a. Généralement, on prend a = 0 et on
parle de signal causal tout court.

La transformation de Laplace d’une fonction f : (0, +00) — C est la fonction L£(f) définie par:

= [ et
0

ol $ = 0 + ww est un nombre complexe.
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Transformée de Laplace

Propriéetes de base

1. La transformée de Laplace est linéaire: L(f + Ag) = L(f) + AL(g), A € C.

2. La transformée de Laplace est injective: Si L(f) = L(g) alors f = g.

L(H(t—a)f(t—a))(p) =e “PL(f)(p), Effet d’une translation

1
L(f(at))(p) = —L(f) P , Effet d’'un changement d’échelle
a a

L(e “f(t))(p) = L(f)(p+a), Effet de multiplication par une exponentielle
L(tf(t))(p) = ——-(L(f(1)))(p), Dérivée dela TL
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Transformée de Laplace

Transformée d'une dérivation

Soit f une fonction causale de classe C! sur |0, +oo[. Alors on a

L(f")(p) = pL(f)(p) — f(OT).

D’une maniéere générale si f est de classe C™ sur |0, +00[, alors on a

L(f™(p) =p"L(f)(p) — p" 1 F(0F) —p"2f'(0F) — - — f*7D(0T).

De ce qui précéde, on voit que si g(t) est la primitive de f(¢) qui s’annule en zéro. Alors
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Transformée de Laplace

Dérivee d'une Transformee de Laplace

Soit f une fonction causale de classe C* sur |0, +0o[. On suppose que les applications f(t) et ¢ — ¢ f(¢)
admet une transformée de Laplace dans un domaine Re(A) > a > 0. Alors on pour tout A > a on a

d
(L) () = —LF B) ).

D’une maniére générale si on répéte ce processus ( avec les hypothéses nécessaires) alors on a pour tout

n > 0:
LE )N = (~1)" = (LFENO)
En particulier: '
L)) = 17
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Transformée de Laplace

Theoremes Limites

Soit f une fonction définie sur |0, +00o[ telle que f admette une limite en +00 et en 07. Alors

lim pL(f)(p) = lm f(¢), (Théoréme de la valeur finale)

p—0 t—-+o0

et aussi
lim pL(f)(p) = lim f(¢), (Théoréme de la valeur initiale).

p——+00 t—0T
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Transformée de Laplace

Table de quelgues transformeées usuelles

f(2)
1 :
e? acC pia
t", neN p,ﬂl
t"e® neN, acC (p_Z)!n—|—1
sin(wt), w € R T’
cos(wt), w € R pszz
sin(wt)e®, a,w € R 7—a)T T
cos(wt)e®, a,w € R RO
Ht—a)f(t—a), a>0 e "PL(f)(p)
f(t)e*, a€C L(f)(p— a)
f(at), a >0 L) (8)
f'(t) pL(f)(p) — F(0T)
FiM(¢) p"L(f)(p) — P (0F) —p 2 f(0F) — - — FPTU(0Y)
Jo £ (w)du SL()()
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Transformée de Laplace

Prodult de convolution

Détinition et propriété fondamentale

Pour deux fonctions causales f et g, le produit de convolution est donné par

t
Fralt) = [ 5t~ 2)ge)da,
0
lorsque l'intégrale est bien définie. On a alors

L(f*g)(p) =L(f)(p)L(g)(p)
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Transformée de Laplace

Application aux systemes lineaires
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Transformée de Laplace

Application aux systemes lingeaires

( En supposant les conditions initiales nulles pour e(t) et s(t) ) A
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Transformée de Laplace

Application aux systemes lineaires

Fonction de transfert du systeme
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Transformée de Laplace

Exemples de systemes lineaires

Circuit RC
{an ds(1)
e(t) VY == ‘s(t) RC At | S(t) — €(t)
1
(; —
(p) 1+ RCp
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Transformée de Laplace

Exemples de systemes linéaires

7> ‘\/\/\,—‘“““\ o5 . .
e(t) | O —— | s(t) Circuit RLC
d*s(t) ds(t)
L | | —
C v RC o s(t) = e(t)
1
G(p)
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Diagramme de Bode

Hendrik Wade Bode était un ingenieur, chercheur scientifique et pionnier
de la theorie du controle moderne et des telecommunications electroniques.
Avec Claude Shannon, le pere de la theorie de l'information, il a introduit

les bases de la convergence technologique de l'ere de l‘information.

Il a apporte d'importantes contributions a la théorie des systemes de

1905-1982

controle et aux outils mathematiques pour l'analyse de la stabilite des

systemes lineaires, en inventant les graphiques de Bode.

Universte
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Diagramme de Bode

E(p)

H ( p) — ——— = Fonction de transfert du syteme

5(p)

| H(la)) | = Gain du system

Arg (H(la))) = Decalage de phases
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Diagramme de Bode: Exemple

H(s) =

s+ 1

Mag(w) = 201log |H(iw)| = — 101log(1 + w?)

Arg(H(iw)) = 0 — Arg(l + iw) = — arctan(w)
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Magnitude (dB)

Phase (degré)

1ISSante

I

I

Roint de rupture: o =1 |-

Frequence (rd/s)



Merci pour votre attention
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