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Un peu d’historique …

Fourier a introduit en 1807 la série qui porte son nom,  dans le but  de 


résoudre l'équation de propagation de la chaleur dans une plaque métallique: 

Plus précisément, il a prétendu qu'une fonction "arbitraire" u peut être 


représentée par une série trigonométrique c.à.d de la forme: 

∂u
∂t

=
∂2u
∂x2

+
∂2u
∂y2

u(t) =
∞

∑
n=0

an cos(nωt) + bn sin(nωt)Joseph Fourier (1738-1830)
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C'est quoi un signal ?

Chapter 2

Introduction au traitement de signal

2.1 Introduction et généralités

Un phénomène physique dépendant du temps est décrit par un ou plusieurs signaux. Le problème est
de trouver une description de leur contenu, relativement générale et adaptée aux problèmes concrets.
Ceux-ci se présentent souvent de la manière suivante : un système transforme un signal d’entrée en
un signal de sortie. Comment alors déterminer les caractéristiques de celui-ci en fonctions de celles
du signal d’entrée et de celles du système ?

Dans le cas général, on ne connaît malheureusement pas la relation entre les valeurs du signal de
sortie et celles du signal d’entrée mais seulement la relation entre les variations du signal de sortie et
les valeurs (ou éventuellement les variations) du signal d’entrée. En termes mathématiques, le système
est régi par une équation différentielle. Si celle-ci est quelconque, le problème est insoluble.

Il existe cependant une classe importante de systèmes, les systèmes linéaires (ou supposés tels)
régis par le principe de superposition. Dans ce cas, correspondant à une équation différentielle linéaire,
on peut essayer de décomposer le signal d’entrée en une somme de signaux simples auxquels on saurait
faire correspondre des signaux de sortie également simples dont la somme donnerait le résultat cherché.

Selon Wikipédia, (https://fr.wikipedia.org/wiki/Analyse_spectrale), Jean Baptiste Joseph
Fourier (March 21, 1768 – May 16, 1830) a stipulé en 1822, d’une manière ‘non rigoureuse’ que toute
fonction continue ou non peut se décomposer en somme de fonctions sinusoïdales: La notion de
traitement de signal est né.

Parmi les domaines où on trouve la théorie du signal, on peut citer: Télécommunication, Acous-
tique, Traitement d’images, Astronomie, . . .

TODO 1: Notions à maitriser dans ce cours:
Spectre, énergie, puissance d’un signal,
représentation spectrale d’un signal,
TFD et TFT: Voir ***
Phénomène de Gibbs: Voir

https://fr.wikipedia.org/wiki/S%C3%A9rie_de_Fourier#.C3.89galit.C3.A9_de_Parseval

2.1.1 Définitions d’un signal

Un signal est toute information pouvant être véhiculée (ou transmise), le long d’un support
physique ou autre, d’une source émettrice vers une destination réceptrice.
Un signal possède toujours une grandeur qu’on souhaite analyser ou mesurer par un appareil
de mesure adéquat.

Dans ce qui suit on donne des exemples de signal et la grandeur qu’on souhaite étudier ou mesurer:

Signal électrique: intensité (ampères), tension (volts), puissance (watts).

5
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Signal thermique: intensité (C, Kelvin), énergie ( calorie ou joule ).

Signal lumineux: intensité (lumen), puissance (watts), énergie (joules)...

Signal sonore: tonalité de sonnerie, tonalité d’occupation, . . .

Signaux géophysiques : vibrations sismiques

Finances: Variance du prix d’un produit, cours de la bourse, . . .

Etc . . .

Notion du bruit: Un bruit est tout signal gênant la perception ou l’interprétation du signal
principal qu’on veut étudier. Il faut bien noter que la différentiation entre le signal et le bruit
est artificielle et dépend de l’intérêt de l’utilisateur: les ondes électromagnétiques d’origine
galactique sont du bruit pour un ingénieur des télécommunications par satellites et un signal
pour les radioastronomes.
Le traitement de signal est alors l’ensemble de techniques permettant de créer, d’analyser et de
transformer les signaux en vue de leur exploitation et d’en extraire l’information qui nous est
utile en éliminant les bruits perturbateurs.

La théorie du signal a pour objectif fondamental la “ description mathématique " des signaux
et de de mettre en évidence ses principales caractéristiques (distribution fréquentielle, énergie, etc.)
et d’analyser les modifications subies lors de la transmission ou du traitement de ces signaux.

Le traitement du signal est la discipline technique qui, s’appuyant sur les ressources de l’électronique,
de l’informatique et de la physique appliquée, a pour objet l’élaboration ou l’interprétation des sig-
naux. Son champ d’application se situe donc dans tous les domaines concernés par la perception, la
transmission ou l’exploitation des informations véhiculées par ces signaux.

La modélisation du signal peut se faire grâce à des fonctions mathématiques plus ou moins com-
pliquées décrivant la manière dont le signal évolue dans l’espace et le temps . Pour l’étude
d’un signal en un point de l’espace la fonction sera uniquement dépendante du temps: .

2.1.2 Classification des signaux

Dans ce cours, on étudiera les signaux modélisés par une fonction où prend toutes les
valeurs d’un intervalle R. Ces signaux sont appelés des signaux continues.

Les signaux sont classables selon des grands groupes de propriétés:

Signaux continus:

Comme exemples de signaux continues:

– L’échelon d’Heaviside défini par: si et si .
– Une sinusoïde: .

Signaux discrets (échantillonnés):
Les signaux discrets sont modélisés par une suite où est une suite de réels positifs
représentant des instants où la valeur du signal a été intercepté.

Le cas le plus simple et le plus important est celui où: pour tout . Le
signal est alors connu par sa série de valeurs contenues dans un tableau , N.

La représentation d’un signal discret par un tableau de valeurs n’est pas vraiment satisfaisante
car un tableau n’est pas un objet mathématique aisé à manipuler tel c’est le cas avec les fonctions.
La représentation graphique liée à ce modèle sera:

2.2 Signaux particuliers 7

Fig. 2.1 Représentation d’un signal discret

Signaux périodiques ou non:

Un signal , R, est dit -périodique si l’on a

R

Signaux déterministes ou aléatoires:
L’évolution d’un signal peut être prédéterminée ou non prévisible.

Dans le premier cas on parle de signal déterministe (exemple: une sinusoïde, Heaviside) et dans
le dernier cas on dit que le signal est aléatoire (exemple le bruit).

Un signal déterministe est un signal dont l’évolution en fonction du temps peut être parfaitement
prédite par un modèle mathématique approprié.

La plupart des signaux d’origine physique des signaux aléatoires: Les signaux porteurs d’information
(signaux de parole, d’image,...) présentent une certaine imprévisibilité.

Etant donné un signal , son énergie et sa puissance moyenne sont définies respectivement
par:

(2.1.1)

(2.1.2)

Si est un signal -périodique, alors son énergie et sa puissance moyenne sont définies respectivement
par:

2.2 Signaux particuliers

2.2.1 Signal Echelon de Heaviside

La fonction de Heaviside notée est une fonction définie par:

si et si
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Période et fréquence d’un signal périodique

Signal périodique de période T (secondes) ou de fréquence f=1/T (Hertz)

T

Motif qui se répète
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Exemple d’un signal périodique

Battement du coeur
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Décomposition Spectrale d'un signal périodique

Coefficients de Fourier10 Chap. 3: Etude d’un signal continue périodique unidimensionnel

3.2.1 Définitions

Les coefficients de Fourier complexes, ou exponentiels, de sont les nombres complexes définis
par:

Z

Si est à valeurs dans R, les coefficients de Fourier trigonométriques associés à sont les
nombres réels définis par

N

3.2.2 Propriétés des coefficients de Fourier

Si est à valeurs réelles, alors pour tout N

Si est une fonction réelle alors on a:

1. paire entraîne que et N.

2. impaire entraîne que et N.

3.2.3 Série de Fourier: Représentation fréquentielle d’un signal

La série de Fourier associée à est la série de fonctions définie par:

Z

( forme exponentielle ) ou encore

( forme trigonométrique ).

Les sommes sont appelées les sommes partielles associées à la série de

Fourier de .

La série de Fourier sera dite convergente sur R si la suite de fonction converge simplement
R.
En cas de convergence, la somme de la série de Fourier se note par ou encore

.

10 Chap. 3: Etude d’un signal continue périodique unidimensionnel

3.2.1 Définitions

Les coefficients de Fourier complexes, ou exponentiels, de sont les nombres complexes définis
par:

Z

Si est à valeurs dans R, les coefficients de Fourier trigonométriques associés à sont les
nombres réels définis par

N

3.2.2 Propriétés des coefficients de Fourier

Si est à valeurs réelles, alors pour tout N

Si est une fonction réelle alors on a:

1. paire entraîne que et N.

2. impaire entraîne que et N.

3.2.3 Série de Fourier: Représentation fréquentielle d’un signal

La série de Fourier associée à est la série de fonctions définie par:

Z

( forme exponentielle ) ou encore

( forme trigonométrique ).

Les sommes sont appelées les sommes partielles associées à la série de

Fourier de .

La série de Fourier sera dite convergente sur R si la suite de fonction converge simplement
R.
En cas de convergence, la somme de la série de Fourier se note par ou encore

.

: fréquencef =
1
T

signal T-périodiquex : pulsationω =
2π
T

= 2πf
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Série de Fourier

10 Chap. 3: Etude d’un signal continue périodique unidimensionnel

3.2.1 Définitions

Les coefficients de Fourier complexes, ou exponentiels, de sont les nombres complexes définis
par:

Z

Si est à valeurs dans R, les coefficients de Fourier trigonométriques associés à sont les
nombres réels définis par

N

3.2.2 Propriétés des coefficients de Fourier

Si est à valeurs réelles, alors pour tout N

Si est un signal continue par morceaux, alors

Si est une fonction réelle alors on a:

1. paire entraîne que et N.

2. impaire entraîne que et N.

3.2.3 Série de Fourier: Représentation fréquentielle d’un signal

La série de Fourier associée au signal est donnée par:

Z
(forme exponentielle)

ou encore

(forme trigonométrique)

: fréquencef =
1
T

signal T-périodiquex : pulsationω =
2π
T

= 2πf
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10 Chap. 3: Etude d’un signal continue périodique unidimensionnel

3.2.1 Définitions

Les coefficients de Fourier complexes, ou exponentiels, de sont les nombres complexes définis
par:

Z

Si est à valeurs dans R, les coefficients de Fourier trigonométriques associés à sont les
nombres réels définis par

N

3.2.2 Propriétés des coefficients de Fourier

Si est à valeurs réelles, alors pour tout N

Si est une fonction réelle alors on a:

1. paire entraîne que et N.

2. impaire entraîne que et N.

3.2.3 Série de Fourier: Représentation fréquentielle d’un signal

La série de Fourier associée à est la série de fonctions définie par:

Z

( forme exponentielle ) ou encore

( forme trigonométrique ).

Les sommes sont appelées les sommes partielles associées à la série de

Fourier de .

La série de Fourier sera dite convergente sur R si la suite de fonction converge simplement
R.
En cas de convergence, la somme de la série de Fourier se note par ou encore

.

Propriétés des Coefficients de Fourier

10 Chap. 3: Etude d’un signal continue périodique unidimensionnel

3.2.1 Définitions

Les coefficients de Fourier complexes, ou exponentiels, de sont les nombres complexes définis
par:

Z

Si est à valeurs dans R, les coefficients de Fourier trigonométriques associés à sont les
nombres réels définis par

N

3.2.2 Propriétés des coefficients de Fourier

Si est à valeurs réelles, alors pour tout N

Si est une fonction réelle alors on a:

1. paire entraîne que et N.

2. impaire entraîne que et N.

3.2.3 Série de Fourier: Représentation fréquentielle d’un signal

La série de Fourier associée à est la série de fonctions définie par:

Z

( forme exponentielle ) ou encore

( forme trigonométrique ).

Les sommes sont appelées les sommes partielles associées à la série de

Fourier de .

La série de Fourier sera dite convergente sur R si la suite de fonction converge simplement
R.
En cas de convergence, la somme de la série de Fourier se note par ou encore

.

10 Chap. 3: Etude d’un signal continue périodique unidimensionnel

3.2.1 Définitions

Les coefficients de Fourier complexes, ou exponentiels, de sont les nombres complexes définis
par:

Z

Si est à valeurs dans R, les coefficients de Fourier trigonométriques associés à sont les
nombres réels définis par

N

3.2.2 Propriétés des coefficients de Fourier

Si est à valeurs réelles, alors pour tout N

Si est un signal continue par morceaux, alors

Si est une fonction réelle alors on a:

1. paire entraîne que et N.

2. impaire entraîne que et N.

3.2.3 Série de Fourier: Représentation fréquentielle d’un signal

La série de Fourier associée à est la série de fonctions définie par:

Z

( forme exponentielle ) ou encore

( forme trigonométrique ).

Les sommes sont appelées les sommes partielles associées à la série de

Fourier de .
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Propriétés des Coefficients de Fourier

10 Chap. 3: Etude d’un signal continue périodique unidimensionnel

3.2.1 Définitions

Les coefficients de Fourier complexes, ou exponentiels, de sont les nombres complexes définis par:

Z

Si est à valeurs dans R, les coefficients de Fourier trigonométriques associés à sont les nombres réels
définis par

N

3.2.2 Propriétés des coefficients de Fourier

Si est à valeurs réelles, alors pour tout N

Si est un signal continue par morceaux, alors

Si est une fonction réelle alors on a:

1. paire entraîne que et N.

2. impaire entraîne que et N.

Si est continue sur R, de classe par morceaux alors

Plus généralement, si de sur R et de par morceaux alors

3.2.3 Série de Fourier: Représentation fréquentielle d’un signal

La série de Fourier associée au signal est donnée par:

Z
(forme exponentielle)

ou encore
(forme trigonométrique)
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3.3 Travaux pratiques sous Matlab 11

Si
Z

converge, alors la série de Fourier de converge normalement sur R et sa somme est

une application continue -périodique.

3.2.4 Théorème de Dirichlet

Soit R R, -périodique et par morceaux. Alors pour tout R on a:

En particulier, si de plus est continue sur R, alors les deux séries coïncident avec pour
R.

3.3 Travaux pratiques sous Matlab

3.3.1 FFT

The Fast Fourier Transform (FFT) is an algorithm for calculation of the DFT first published in 1965
by J.W.Cooley and J.W.Tuckey. It has revolutionised the modern experimental mechanics, signal
and system analysis, acoustics, and paved the way for the introduction of modal analysis. The FFT
algorithm applies only to signals comprising a number of elements which is equal to . Its main
advantage is that it significantly reduces the computation time by a factor of the order ,
i.e. more than 100 times for a sample of 1024 elements.

Implementations of FFT algorithm are commonly available:

In MS Excel R the Fourier Analysis can be found under Tools->Data Analysis.

In Matlab R there is a function fft()

3.3.2 Convergence en moyenne quadratique

Si est continue par morceaux et -périodique alors la série
Z

converge et l’on a:

(Formule de Parseval)

ou encore,

Théorème de Dirichlet
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3.3 Travaux pratiques sous Matlab 11

Si
Z

converge, alors la série de Fourier de converge normalement sur R et sa somme est

une application continue -périodique.

3.2.4 Théorème de Dirichlet

Soit R R, -périodique et par morceaux. Alors pour tout R on a:

En particulier, si de plus est continue sur R, alors les deux séries coïncident avec pour
R.

3.3 Travaux pratiques sous Matlab

3.3.1 FFT

The Fast Fourier Transform (FFT) is an algorithm for calculation of the DFT first published in 1965
by J.W.Cooley and J.W.Tuckey. It has revolutionised the modern experimental mechanics, signal
and system analysis, acoustics, and paved the way for the introduction of modal analysis. The FFT
algorithm applies only to signals comprising a number of elements which is equal to . Its main
advantage is that it significantly reduces the computation time by a factor of the order ,
i.e. more than 100 times for a sample of 1024 elements.

Implementations of FFT algorithm are commonly available:

In MS Excel R the Fourier Analysis can be found under Tools->Data Analysis.

In Matlab R there is a function fft()

3.3.2 Convergence en moyenne quadratique

Si est continue par morceaux et -périodique alors la série
Z

converge et l’on a:

(Formule de Parseval)

ou encore,

Théorème de Dirichlet

3.3 Travaux pratiques sous Matlab 11

sont appelées les sommes partielles associées à la série de Fourier de .
La série de Fourier sera dite convergente sur R si la suite de fonction converge simplement R.

En cas de convergence, la somme de la série de Fourier se note par ou encore

.

Si
Z

converge, alors la série de Fourier de converge normalement sur R et sa somme est

une application continue -périodique.

3.2.4 Théorème de Dirichlet

Soit R R, -périodique et par morceaux. Alors pour tout R on a:

En particulier, si de plus est continue sur R, alors les deux séries coïncident avec pour
R.

3.3 Travaux pratiques sous Matlab

3.3.1 FFT

The Fast Fourier Transform (FFT) is an algorithm for calculation of the DFT first published in 1965
by J.W.Cooley and J.W.Tuckey. It has revolutionised the modern experimental mechanics, signal
and system analysis, acoustics, and paved the way for the introduction of modal analysis. The FFT
algorithm applies only to signals comprising a number of elements which is equal to . Its main
advantage is that it significantly reduces the computation time by a factor of the order ,
i.e. more than 100 times for a sample of 1024 elements.

Implementations of FFT algorithm are commonly available:

In MS Excel R the Fourier Analysis can be found under Tools->Data Analysis.

In Matlab R there is a function fft()

3.3.2 Convergence en moyenne quadratique

Si est continue par morceaux et -périodique alors la série
Z

converge et l’on a:

(Formule de Parseval).

Ou encore,
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Théorème de Parseval

3.3 Travaux pratiques sous Matlab 11

Si
Z

converge, alors la série de Fourier de converge normalement sur R et sa somme est

une application continue -périodique.

3.2.4 Théorème de Dirichlet

Soit R R, -périodique et par morceaux. Alors pour tout R on a:

En particulier, si de plus est continue sur R, alors les deux séries coïncident avec pour
R.

3.3 Travaux pratiques sous Matlab

3.3.1 FFT

The Fast Fourier Transform (FFT) is an algorithm for calculation of the DFT first published in 1965
by J.W.Cooley and J.W.Tuckey. It has revolutionised the modern experimental mechanics, signal
and system analysis, acoustics, and paved the way for the introduction of modal analysis. The FFT
algorithm applies only to signals comprising a number of elements which is equal to . Its main
advantage is that it significantly reduces the computation time by a factor of the order ,
i.e. more than 100 times for a sample of 1024 elements.

Implementations of FFT algorithm are commonly available:

In MS Excel R the Fourier Analysis can be found under Tools->Data Analysis.

In Matlab R there is a function fft()

3.3.2 Convergence en moyenne quadratique

Si est continue par morceaux et -périodique alors la série
Z

converge et l’on a:

(Formule de Parseval).

Ou encore,

3.4 Exercices

Exercice 1 Former le développement en série de Fourier des fonctions suivantes, étudier leurs
convergences et en déduire les sommes des séries indiquées.

1. R R, -périodique telle que si . Calculer la somme .

2. R R, -périodique, paire telle que si . Calculer les sommes

et .
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Réponse:

Exercices d’application

0

1

-1

+π−π

Tracé du signal fbn = 2
1 − (−1)n

nπ
b2n = 0, b2n+1 =

4
(2n + 1)π

an = 0

f(x+) + f(x−)
2

=
4
π

∞

∑
n=0

1
(2n + 1)

sin((2n + 1)x), ∀x ∈ ℝ .Mostafa       M
ASLOUHI
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Exercices d’application

Ecole Nationale des Sciences Appliquées

Kenitra

Année universitaire 2017-2018

Semestre 3

Exos-MOOC: LESSON-1

Exercice 1
On donne le signal f , 2⇡-périodique tel que f(t) = t si t 2 ]� ⇡,⇡[.
Etudier la convergence de la série de Fourier du signal f et en déduire les sommes des séries

1P
n=0

(�1)n

2n+1 et

1P
n=1

1
n2 .

Solution de l’exercice 1:
f : R ! R, 2⇡-périodique telle que f(x) = x si x 2 ]� ⇡,⇡[.

On voit que f est une fonction continue par morceaux et de classe C1
par morceaux sur R.

Selon le théorème de Dirichlet, la série de Fourier de f converge vers f sur ] � ⇡,⇡[ puisque f
continue sur ]� ⇡,⇡[. f étant une fonction impaire, sa série de Fourier est une série de sinus et

l’on a, après calculs, que:

f(x) =
1X

n=1

(�1)
n+1

n
sin(nx) 8 x 2]� ⇡,⇡[.

La somme demandée s’obtient en faisant x =
⇡

2
et en remarquant que

sin
�
(2n)⇡2

�
= 0 et sin

�
(2n+ 1)

⇡
2

�
= (�1)

n
.

D’autre part, la formule de Parseval appliquée à f donne que,

1

2

1X

n=1

4

n2
=

1

⇡

Z ⇡

0
t2dt =

⇡2

3

D’où

1X

n=1

1

n2
=

⇡2

6
.

Exercice 2
Soit f une fonction 2⇡ périodique de classe C1

par morceaux sur R et continue sur R. Montrer

que l’équation di↵érentielle

(E) y0 + y = f(t) sur [0, 2⇡]

admet une et une seule solution 2⇡ périodique que l’on déterminera.

Solution de l’exercice 2:
Supposons que y est une solution de (E) 2⇡ périodique. Comme y est de classe C1

par

morceaux sur R et y continue sur R alors on aura

Cn(f) = Cn(y
0
) + Cn(y) = (1 + in)Cn(y)

pour tout n 2 Z.
D’autre part, par le théorème de Dirichlet y est la somme de sa série Fourier sur tout R, par

conséquent on aura

y(t) =
1X

n=�1

Cn(f)

1 + in
eint, (8 t 2 R) (1)

ce qui montre que y est déterminée d’une manière unique.

1

Exercice 2:

Réponse:

Ecole Nationale des Sciences Appliquées

Kenitra

Année universitaire 2017-2018

Semestre 3

Exos-MOOC: LESSON-1

Exercice 1 On donne le signal f , 2⇡-périodique tel que f(t) = t si t 2 ]� ⇡,⇡[.
Etudier la convergence de la série de Fourier du signal f et en déduire les sommes des séries

1P
n=0

(�1)n

2n+1 et

1P
n=1

1
n2 .

Solution de l’exercice 1:
f : R ! R, 2⇡-périodique telle que f(t) = x si t 2 ]� ⇡,⇡[.

On voit que f est une fonction continue par morceaux et de classe C1
par morceaux sur R.

Selon le théorème de Dirichlet, la série de Fourier de f converge vers f sur ] � ⇡,⇡[ puisque f
continue sur ]� ⇡,⇡[. f étant une fonction impaire, sa série de Fourier est une série de sinus et

l’on a, après calculs, que:

f(t) = 2

1X

n=1

(�1)
n+1

n
sin(nt) 8 t 2]� ⇡,⇡[.

La somme demandée s’obtient en faisant x =
⇡

2
et en remarquant que

sin
�
(2n)⇡2

�
= 0 et sin

�
(2n+ 1)

⇡
2

�
= (�1)

n
.

D’autre part, la formule de Parseval appliquée à f donne que,

1

2

1X

n=1

4

n2
=

1

⇡

Z ⇡

0
t2dt =

⇡2

3

D’où

1X

n=1

1

n2
=

⇡2

6
.

Exercice 2
Soit f une fonction 2⇡ périodique de classe C1

par morceaux sur R et continue sur R. Montrer

que l’équation di↵érentielle

(E) y0 + y = f(t) sur [0, 2⇡]

admet une et une seule solution 2⇡ périodique que l’on déterminera.

Solution de l’exercice 2:
Supposons que y est une solution de (E) 2⇡ périodique. Comme y est de classe C1

par

morceaux sur R et y continue sur R alors on aura

Cn(f) = Cn(y
0
) + Cn(y) = (1 + in)Cn(y)

pour tout n 2 Z.
D’autre part, par le théorème de Dirichlet y est la somme de sa série Fourier sur tout R, par

conséquent on aura

y(t) =
1X

n=�1

Cn(f)

1 + in
eint, (8 t 2 R) (1)
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Exercice 1 On donne le signal f , 2⇡-périodique tel que f(t) = t si t 2 ]� ⇡,⇡[.
Etudier la convergence de la série de Fourier du signal f et en déduire les sommes des séries

1P
n=0

(�1)n

2n+1 et

1P
n=1

1
n2 .

Solution de l’exercice 1:
f : R ! R, 2⇡-périodique telle que f(t) = x si t 2 ]� ⇡,⇡[.

On voit que f est une fonction continue par morceaux et de classe C1
par morceaux sur R.

Selon le théorème de Dirichlet, la série de Fourier de f converge vers f sur ] � ⇡,⇡[ puisque f
continue sur ]� ⇡,⇡[. f étant une fonction impaire, sa série de Fourier est une série de sinus et

l’on a, après calculs, que:

f(t) = 2

1X

n=1

(�1)
n+1

n
sin(nt) 8 t 2]� ⇡,⇡[.

La première somme demandée s’obtient en faisant x =
⇡

2
et en remarquant que

sin
�
(2n)⇡2

�
= 0 et sin

�
(2n+ 1)

⇡
2

�
= (�1)

n
.

La formule de Parseval appliquée à f donne que,

1

2

1X

n=1

4

n2
=

1

⇡

Z ⇡

0
t2dt =

⇡2

3

ce qui donne la deuxième somme demandée.

Exercice 2
Soit f une fonction 2⇡ périodique de classe C1

par morceaux sur R et continue sur R. Montrer

que l’équation di↵érentielle

(E) y0 + y = f(t) sur [0, 2⇡]

admet une et une seule solution 2⇡ périodique que l’on déterminera.

Solution de l’exercice 2:
Supposons que y est une solution de (E) 2⇡ périodique. Comme y est de classe C1

par

morceaux sur R et y continue sur R alors on aura

Cn(f) = Cn(y
0
) + Cn(y) = (1 + in)Cn(y)

pour tout n 2 Z.
D’autre part, par le théorème de Dirichlet y est la somme de sa série Fourier sur tout R, par

conséquent on aura

y(t) =
1X

n=�1

Cn(f)

1 + in
eint, (8 t 2 R) (1)

ce qui montre que y est déterminée d’une manière unique.

Réciproquement, par le théorème de Dirichlet la série
P

n2ZCn(f)eint converge normalement,

donc la fonction y donnée par (1) est bien définie et 2⇡ périodique. De plus comme
P

n2Z |Cn(f)|
converge, on voit que

P
n2Z

inCn(f)
1+in eint converge normalement sur R et donc par le théorème de

dérivation terme à terme d’une série de fonctions on voit que l’on a bien y solution de (E).

En conclusion, les solutions 2⇡ periodiques de (E) sont les fonctions définies par (1).
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Exos-MOOC: LESSON-1

Exercice 1 On donne le signal f , 2⇡-périodique tel que f(t) = t si t 2 ]� ⇡,⇡[.
Etudier la convergence de la série de Fourier du signal f et en déduire les sommes des séries

1P
n=0

(�1)n

2n+1 et

1P
n=1

1
n2 .

Solution de l’exercice 1:
f : R ! R, 2⇡-périodique telle que f(t) = x si t 2 ]� ⇡,⇡[.

On voit que f est une fonction continue par morceaux et de classe C1
par morceaux sur R.

Selon le théorème de Dirichlet, la série de Fourier de f converge vers f sur ] � ⇡,⇡[ puisque f
continue sur ]� ⇡,⇡[. f étant une fonction impaire, sa série de Fourier est une série de sinus et

l’on a, après calculs, que:

f(t) = 2

1X

n=1

(�1)
n+1

n
sin(nt) 8 t 2]� ⇡,⇡[.

La première somme demandée vaut
⇡
4 et s’obtient en prenant t =

⇡

2
et en remarquant que

f(⇡2 ) =
⇡
2 et que sin

�
(2n)⇡2

�
= 0 et sin

�
(2n+ 1)

⇡
2

�
= (�1)

n
.

La formule de Parseval appliquée à f donne que,

1

2

1X

n=1

4

n2
=

1

⇡

Z ⇡

0
t2dt =

⇡2

3

ce qui donne la deuxième somme demandée.

Exercice 2
Soit f une fonction 2⇡ périodique de classe C1

par morceaux sur R et continue sur R. Montrer

que l’équation di↵érentielle

(E) y0 + y = f(t) sur [0, 2⇡]

admet une et une seule solution 2⇡ périodique que l’on déterminera.

Solution de l’exercice 2:
Supposons que y est une solution de (E) 2⇡ périodique. Comme y est de classe C1

par

morceaux sur R et y continue sur R alors on aura

Cn(f) = Cn(y
0
) + Cn(y) = (1 + in)Cn(y)

pour tout n 2 Z.
D’autre part, par le théorème de Dirichlet y est la somme de sa série Fourier sur tout R, par

conséquent on aura

y(t) =
1X

n=�1

Cn(f)

1 + in
eint, (8 t 2 R) (1)

ce qui montre que y est déterminée d’une manière unique.

Réciproquement, par le théorème de Dirichlet la série
P

n2ZCn(f)eint converge normalement,

donc la fonction y donnée par (1) est bien définie et 2⇡ périodique. De plus comme
P

n2Z |Cn(f)|
converge, on voit que

P
n2Z

inCn(f)
1+in eint converge normalement sur R et donc par le théorème de

dérivation terme à terme d’une série de fonctions on voit que l’on a bien y solution de (E).

En conclusion, les solutions 2⇡ periodiques de (E) sont les fonctions définies par (1).
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