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TD3 Analyse numérique:
Interpolation de Lagrange - Polynéme de Tchebychev

Exercice 0.1 Soient (z, y) € (R*)? et fune application de R dans R tels que:

r=1[0,-2,—-1,2] et y=[f(0)=0,f(-2)=—4,f(—1)=0,f(2) =—4].
Parmi les polynomes suivants, justifiez lequel est le polyndme d’interpolation L[As, f] aux
points x, y ¢
1. Pi(X)=2X°— X*-3X3+2X +5

2. Py(X) = 1X(X2 —3X —4)

3
3. Py(X)=3X>-X+1
Exercice 0.2 1. Montrer que Le polynome d’interpolation de Lagrange aux points

o, X1, ..., Tp d’un polynome de degré < n est lui-meéme.

2. Soit P un polynome. Montrer que son polynome d’interpolation aux noeuds x; €
R, 0 <i <mn, est le reste de la division euclidienne de P par le polynome m,(x) =

(x —xo)(x —21) ... (x — 27).

3. Calculer le polynome d’interpolation de Lagrange de la fonction f(x) = z(x? — 1)

relativement auz points ro = —1, v1 =1 et x9 = 2.
Exercice 0.3 On considére a = g < x1 < ... < x, = b et le polynome d’interpolation
P, tel que

Vi=0, ... n, Py(x;) =e".

Montrer que la suite de polynomes d’interpolation P, converge uniformément vers la fonc-
tion exponentielle lorsque n tend vers l'infini, c’est-a-dire que:

sup |P,(z) — |0
z€[a,b]

Exercice 0.4 Soitn € N, nous définissons le polynome de Chebychev de premiere espéce
par
T, (z) = cos(narccos(x)), x € [—1,1].

1. Montrer que les fonctions T, satisfait la formule de récurrence

{ To(x) =1, Ti(z) = x,
Toir(z) = 22T,(x) —Th_(x).

2. On définit sur Uespace C([—1,1],R) le produit scalaire (.,.), a la fonction poids
(1—a%)~1/2
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(a) Montrer que les polynomes T, (x) sont orthogonaux par rapport d (.,.),

1 dr m, sin =m=020,

/lTn(w)Tm(x))ﬂ_xz)l/Q = 3/2, :i Z ;Z # 0,

(b) Montrer que T, (z) € R,[X] et dont le coefficient de x™ est 2"!.

3. Nous posons T,(z) = 2'""T,,(z), xp = cos(¥%), k=0, ..., n, calculer 7,(z}).

n
4. Soient ay, ..., an, n points quelconques de [—1,1]. Nous posons wy(z) = (z —
a)...(x —ay).
Supposons par labsurde que ||wy||co < ||Tnlloo. Montrer alors que

To(xg) — wy(zx) > 0, si k est pair,
To(zg) — wy(zy) <0, si k est impair.

5. En déduire que ||[wy|ls > ||Tn||co-

6. Application : Soit L[A,, f] le polynome de Lagrange de la fonction f définie pour
tout x > —2 par f(x) = In(z + 2) auz points racines du polynome de Chebychev
T,.. Déterminer n pour que L[A,, f] donne une valeur approché de In(z + 2) avec
10 décimales correctes.

Exercice 0.5 On définit dans R,,[X] les polyndmes ;

€o =1
{ek(x) = '@ —z)=(x—z)(x—21)- (x —x_1), 1 <k <n.

1. Justifier que l’ensemble des polynomes (ex)o<k<n (base de Newton) forment une base
de lespace R, [X].

2. Soit f : [a, b] — R est une fonction de classe C"*'. La formule de Newton qui
consiste a écrire le polynome L[A,, f] aux points xy, ..., x, sous la forme

L[A,, f] = apeo(x) + are1(x) + ... + anen(x),

(a) Déterminer une relation de récurrence entre L[A,, f] et L[A,_1, f].

(b) Montrer que le polynome d’interpolation de Lagrange de la fonction f aux points
distincts (x;)1<o<n est donné par

Pn(ﬂi):f[l’o]+if[$o, o xz];f[(:c—xk),

ou f|.] désigne les différences divisées de [ définies par

flzi = f(x;), pour tout i=0, ..., n.
flzo, -y xx] = xkiro (flzr, ooy xa] — flzo, ooy @—1]), k=1, ..., n.
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ind: On pourra poser

Tr—x T, — T
Q(X) = —Qn-1(X) + Pya(X)
T, — Xo Tn — To
0t Q1 (X) =30, flor, oy ] ITZh (& — )
(¢c) Montrer ensuite que f[xq, ..., z,| est invariant par permutations.
3. (a) Montrer qu’il existe £ € [a, b] tel que
(n)
flzo, -0y xy) = / '(f)
n!
(b) Montrer que
Pa(a) — (@) < o )
" ~ (n+ 1)
ot M1 = maxXgcp<p | fOH(2)] et 7, (2) = [Tio(z — 35).

4. Application: Trouver l'interpolation de Lagrange de la fonction x — f(x) = sin(wz/2)
auzx points xg =0, x1 =1 et o = 2. Puis a 1’aide des questions précédentes établir
une estimation d’erreur.
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