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Chapitre 5

Systeme linéaire AX = b : Méthodes

Directes

5.1 Introduction

Plusieurs problémes se réduisent a la résolution numérique d’un systéeme d’équations linéaires.

5.1.1 Vandermonde et interpolation de Lagrange

Un de ces problémes issu du chapitre 4 "Interpolation de Lagrange" Pour (zg, ..., x,) €

R et (yo, ..., yn) € R*"L. Montrer qu’il existe un unique polynéme P € R" tel que
P(x;) = y; si et seulement si z; # x; pour tout (i, j), i # j.

En effet L’existence et 1'unicité d’un tel polyndome est équivalente & existence et 1’unicité
de coefficients ag, ..., a, tels que (en cherchant un tel polynome P sous la forme P(X) =

ap+ a1 X + -+ a, X" et en écrivant que pour tout i =0...n, P(x;) =y;) :

c’est & dire existence et 1'unicité d’un vecteur (ag, ..., an) € R""! tel que (en réécrivant le

13
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systeme sous forme matricielle

ao Yo
V (2o, ; Tn) = (Sv)
Qn Yn
ou V(zg, ..., x,) est la matrice de Vandermande :
1 x9 a3 g
1 2 2?2 7
V(.%'(], ) xn) =
Le systéme (S,) est un systéme de Cramer si et seulement si det(V (zo, ..., z,)) # 0. On
montre par récurrence que det(V (zg, ..., x,)) = T (zj— ).
1,5,0<i<j<n
Donc d’apres ce qui préceéde, V(xq, ..., x,) est inversible si et seulement si les z; sont deux

a deux distincts. On a donc 'existence et 1'unicité d’un tel polyndme si et seulement si les z;

sont deux a deux distincts.

5.1.2 Motivation

On consideére un systéme (S) de n équations & n inconnues de la forme

a1 + aipre + - + arpr, = b,
az1r1 + agore + -+ + agpry, = b,

(S)
Ap 121 + Gnp2Ty + - + AppTyp = by.

Les données sont les coefficients a; ; du systeme qui appartiennent & un corps K avec K = R
ou C ainsi que les coefficients du second membre by, ..., b,. Les inconnues sont x1, ..., T, qui

appartiennent a K.
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5.1. INTRODUCTION

nuls.

Le systeme (S) s’ecrit sous forme matricielle

AX=b (5)
avec
ail a12 A1n
a1 G292 x1
A= e M,(K), X =
Tn
an71 . - - . Gpn

ceK'etb=

Dans tout ce chapitre, on supposera que la matrice A est inversible.

Etude des solutions : (/; : i ieme ligne)

Un systeme est dit homogeéene si son second membre est nul c’est-a-dire si tous les b; sont

b1

e K".

x1:x2:1

ll Tr1 — T = 0
Exemple 5.1 Résoudre le systeme : (S)
la 1+ x9 =2
1. Par substitution
lll Ir1 = X2 ,1/ Il = 1
(S)e &
Il | 221=2 W | z2=2=1
2. Par combinaison de lignes
ll r1 — Iy — 0 lll
(S)< &
lé:lg—ll 200 =2—-0=2 l’2 o =1

3. Par Inversion de la matrice (a eviter pour des matrices de grandes taile)

1 0
(9) < =
1 1 L2 2
1 I
detA=2, A~ = Jot A comA = —

:AX =B
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Si A1 existe alors X = A~ !B

1 1
r1 2 2 0 1
T2 1 1 2 1
2 2

4. Par méthode de Cramer (La plus belle théoriquement)

Si dét (A) # 0 (A inversible), (S) admet une solution unique.

dety, (A)

Expression des solutions par la regle de Cramer : xj, = et (A)

avec

dét (A) =30, (=1)"aigmi; =3 ,cs, €0la(1),180(2)2 " Go(n)n>

oll m;; est le déterminant de la sous-matrice obtenue en supprimant de A la i°™€ ligne et

la j®™€ colonne et

ag . . . @ig—1 b1 aigy1 aip
ai,k

a21 . bg
Oag,k

dety, (A) =

an 1 A, k—1 bn apk—1 Ann
Oan,k

Tty =2 11
Exzemple : , A= donc dét (A) = —4#0etax=7fety=
o5 +y =3 5 1

NN

REMARQUE 5.1 Si dét (A) = 0 (A non inversible) les solutions sont impossibles ou indéterminés

r+3y=1
Exemple 5.2 , dét (A) = 0. le systéme est impossible.
dr+ 12y = -5

5.1.3 Question au passage

Pourquoi le probléme de la résolution d'un systéme linéaire se pose, alors que

les formules de Cramer nous donnent la solution ?

Réponse :

La premiere réflexion va jusqu au cotit des calculs!
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Pour comprendre, essayons de compter le nombre d’opérations nécessaires pour calculer la

solution en utilisant ces formules de Cramer.

1. Nous devons calculer n + 1 déterminants de taille n. On sait que le déterminant de A est

donné par la formule

det(A) = D €oly(1)100(2)2 " * Go(n)n

oE€sn
ou S, est 'ensemble des permutations de {1, ..., n} et €, est la signature de la permutation
oe, € {—1,1}).

L’ensemble S,, contient n! éléments donc le calcul de det(A) se ramene & n! — 1 additions
et n!(n—1) multiplications soit au total n! — 14 n!(n—1) = nn! — 1 opérations. Comme
nous avons n + 1 déterminants a calculer. De plus on a besoin de n divisions, par suite le
nombre d’opérations nécessaires pour résoudre le systeme a ’aide des formules de Cramer est

de (n+1)(nn!— 1) + n opérations qui est équivalent lorsque n tend vers Uinfini & n(n + 1)!.

Pour poursuivre ’explication on a besoin de la definition suivante :

DEFINITION 5.1 (FLOPS)

Le FLOPS est le nombre d’opérations en virgule flottante (additions ou multiplications des nombres

réels) par seconde (en anglais : floating-point operations per second ou FLOPS) est une unité de

mesure de la performance d’un systéme informatique.

Essayons d’évaluer n(n + 1)!. Pour ceci on peut utiliser la formule de Stirling qui est trés

précise pour évaluer la factorielle :

1
n! ~n"t2e /21
Lorsque n = 100

100.101! = 100.101.100! ~ 100.101.100100:5 =100 /97

~ 100.101.100100,5 10—4343 | /or

2

~ 10205—44 10057 /27

~9,4.10161

Par exemple, avec ordinateur fonctionnant a 100 megaflops (1 megaFLOPS=10 “flops), il

faudrait environ 3.10'46 années pour résoudre notre systéme! c’est TROP!!

On en déduit donc qu’il est impossible d’utiliser les formules de Cramer pour des systemes de
grande taille. En pratique, on utilise les méthodes directes pour des systémes de dimension peu
élevée (n < 100). Pour de trés grands systémes qui peuvent par exemple apparaitre en économie
ou pour 1’approximation d’équations aux dérivées partielles (voir Chapitre 6), on préfere les

méthodes itératives.
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5.2 Résolution de UX = b; U Triangulaire supérieure

5.2.1 préliminaires

On note [; : i ieme ligne.

Soient A, B € M,,(K) deuz matrices triangulaires supérieures. On a alors les résultats

sutvants :

1. A.B est triangulaire supérieure ;

2. Si A et B sont a diagonale unité (i.e., n’ont que des 1 sur la diagonale), alors A.B est a

diagonale unité ;
3. Si A est inversible, alors A™' est aussi triangulaire supérieure ;
4. Si A est inversible et a diagonale unité, alors A™" est aussi a diagonale unité.
En principe il existe deux grandes classes de méthodes pour résoudre ce type de systémes :

1. les méthodes directes qui déterminent la solution exacte aprés un nombre fini d’opérations

arithmétiques (+, x, +),

2. les méthodes iteratives qui consistent & générer une suite récurrente qui converge vers la

solution approché du systeéme.

Dans ce chapitre nous nous intéressons aux méthodes directes. Les méthodes itératives seront

abordées extérioriseraient.

5.2.2 Systéme triangulaire : cas général

On considere le systeme Ty :

U111 + U122 + -+ Uy Ty = b

0x1 + ugexo + -+ +uoy r, = bo
(Ts )

0z + oo F0Tp—1 FUpnTy, = bp

On note U la matrice du systeme T, puisque U est supposée inversible, aucun des uy, ; n’est nul
et on peut résoudre ce systéme en utilisant I’algorithme de substitution retrograde (ou substitution

arriére) suivant :

Comme ugy, #0; k=1, -+, n; Alors :
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_ 1

In - Un,n n
_ 1

Tp—1 = un71,n71( bn—l - un—l,nxn)
_ 1 _yi=n,

1 = un (b ijguuxj)

Généralement : z; = %(bi — Z'ialuijxj) Ji=1..,n—-1
(X2 P - “

5.2.3 Algorithme de résolution pour UX = B

Dans le cas des matrices triangulaires supérieures, I'algorithme est le suivant.
Données : U = (Ui, j])i<ij<n), b= (bli])1<i<n,, n le nb de lignes, n le nb de colonnes
début

| Retourner x = (z[i])1<i<n

fin

REMARQUE 5.2 1. Si L est une matrice triangulaire inférieure, on obtient ’algorithme de

substitution progressive (ou substitution avant).

2. le nombre d’opérations nécéssaires :

Le calcul de x, nécessite 1 opération (division), calculer x,,—1 nécessite 3 opérations (une
multiplication, une soustraction et une division), et calculer x; nécessite 2(n —1i) + 1 opé-
rations (n —i multiplications, (n —i— 1) additions, 1 soustraction et 1 division). Au total,

le nombre d’ opérations est donc

Compr =1 2(m—1d)+1)+1
—oy =2y ik il =2 — 1) + 22 (1) + 1

=2n(n—1)-nn—-1)+n-1)+1=Mn-1n+n—-1+1=n2

Qui est trés loin de n(n+ 1)!.
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5.3 Résolution du systéeme AX =b; A € GL,(R)

Dans ce paragraphe, nous allons considérer les deux méthodes directes suivantes pour la
résolution de (S) : A X =b:

1. Méthode de Gauss (et variances) : le principe est de réduire le systéme & UX = V' avec
U := M.A est triangulaire supérieure sans calculer explicitement la matrice M. On se
ramene donc & la resolution d'un systéme triangulaire supérieur. Cette méthode donne
naissance a la factorisation A = LU de la matrice A avec L triangulaire inférieure (Lower

Matrix) et U triangulaire supérieure (Upper Matrix).
Etant donnée une telle factorisation A = LU, on peut résoudre le systéme AX = b en

résolvant successivement les deux systemes triangulaires LY = b puis UX =Y.

2. Méthode de Cholesky associée & la factorisation de Cholesky A = T*T avec T triangulaire
supérieure. Cette méthode est valable pour une matrice A symétrique et définie positive.
On résout alors Ax = b en résolvant successivement les systémes triangulaires T'y = b

puis Tr = y.

5.3.1 Meéthode de Gauss : Cas géneral

1. Description de la méthode

On considére le systéme linéaire (S) : AX = b en supposant toujours que A est inversible

et on pose

agq)ml + agg)m + ag)xg +--F ag?l)a:n = bgo)
(O)xl + agg)xg + ag;))xg +--- 4+ ag:?:cn = bgo)

(8) = (s ™

(0) (0) (0)

0
anll‘l+an2$2+a513)m3+...+annxn — n

Le systeme (S°) s’écrit alors Az = b(©) que 'on note b = bet AO) = A = (ag?j))lgi,jgn

(a) Etape 1 : Puisque A est inversible, quitte & échanger la premiere ligne de AO) avec

une autre, on peut supposer que ag?l) # 0.
Le nombre ag?% est le premier pivot de I’élimination de Gauss. Pour ¢ = 2, ..., n,
0)
on multiplie la premiére équation de (S()) par G;; = —y et on retranche I’équation
11

obtenue  la iéme équation de (S(?)). La ieme ligne I; de (S?)) devient donc I; — G 11;.

On obtient alors un nouveau systéeme (S™1)) : A0z = b)) avec :
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agj)- = ag?}, j=1, ..., n,
o) =0 i=2 ..., n
ag}j) agj) — Giylag(g, i, j =2, , M,
oD = 4O,
b = b -GV i=2 ... n
La matrice A1) et le vecteur b(") sont donc de la forme :
=l o) o) e lf 9,
A1) — 0 a%) , b =
0 o} o afl) '

(b) Etape k : Le procédé suppose que tous les akkfl) # 0. Si a une étape k on a ay,

(k

(k-1) _

et 8’1l y'a au moins un des agllz*l) #0(i=k +1, --- .n) on permute les lignes k et

1 et on continue, sinon ca voudrait dire que la matrice A n’est pas inversible.

On a ramené le systéme & (S*F=1) : AB—Dgz = p(k=1) ayec

Ak=1)

et B =

A =) o =)
0
0 a,ngl)
ai
0
0 0 (k1)
B =,
pU=)

(k=1) _ _(0)
A1 = Aig41

(k-1)
At 1, k+1

(k—1)
A k+1

(k—1)

ann
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k—1
On peut alors se ramener au cas a,(g i ) #0eta

,(f,; D et le kieme pivot de I’élimination

(k—1)

de Gauss. Par le méme principe qu’a ’étape 1 et en utilisant G, j, = % pour i > k, on
Ok k

obtient alors (S*)) : AK)z = (k) avec

(s®)):
agg)ml —|—a§%)$2 —|—a§?1)a:n = bgo)
0 —|—a§12):1:2 —I—agl):cn = bgl)
0 +0
tag, er oo tagy, Vo, =
k k k
+0 ‘%a££1x+1xk+l —FagﬁLnxn ::béll
0 +0 +0 +al) o . +alhan =
2. Etape n-1 : Le systeme (S 1) : A=z = p("=1) obtenu est triangulaire supérieure
avec
(81
agg)xl +agg)$2 +ag?l):cn = bgo)
0 +a;12):c2 ~|—a§2$n = bgl)
0 +0
—}—a,(;z_l)a;k +a,(€’fk_ﬂxk+1 +a,(€’;_1)xn = b,(gk_l)
k k k
+0 +al(<:—21,k+1xk+1 +al(c-21,nxn = b;(c+)1
+0
0 +0 +0 +0  +a\l Ve, = b

et peut donc étre résolu par [’algorithme de su

précédente.

. Algorithme de calcul

bstitution rétrograde de la sous-section

Données : A = (Ali, j|), nle nb de lignes, n le nb de colonnes

début
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pour k = 1..n faire

p < Alk, k]

pour i = k+1..n faire
q < Ali, k]

Ali, k] + 0

pour j =k+1..n faire

fin
A Tlaide du logiciel Maple ~:

> restart ; with(linalg) ;

> M := matrix([[3, -1, 0, 5], [-1, 2, 4, 1], [12, 5, -3, 2]]);
> G := gausselim(M) ;

> N := gaussjord(M) ;

> A := submatrix(G, 1 .. 3, 1 .. 3);

> Al := submatrix(N, 1 .. 3, 1 .. 3);

> b := col(G, 4);

> bl := col(N, 4);

> linsolve(A, b);

> linsolve(Al, bl);

Exemple 5.3 Nous allons décrire maintenant sur un exemple le principe de la méthode

de Gauss, dans une version un peu simplifiée. On part du systéme
2e+y+z =5 ()
(E)s x—=2y+2z =-5 (l2)

y+4z =3 (13)

Avec les notation matricielle

On batit une matrice dans laquelle, on place le second membre a droite de la matrice
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naturellement associée au systeme :

(Alb)y=|1 -2 1] =5

11 11
2 1 1|5 Ly 3| 3 Lz 3 |3
li+1i I =21
12 1|5 | "2 g = o1 |20 <Ly
lo<—lo—1q 2 2 2 I3+I3+12
0 -1 47]3 0 -1 4| 3 00 Z |0
Doncparlaremontéez:(),y:i%etx:g—%zl.

4. Complexité au calcul de la solution de AX = b.

Le nombre d’opérations pour I’élimination de Gauss avec prise en compte du second

membre s’écrit donc

le choiz du pivot Effet surleslignes >i+1 Ef fet surlaieme colonne
n—1 n n
Compg = > [1div 4+ ) (ladd + Imult) |
i=1 k=i+1 j=i

=SS [ldiv+ (n —i+ 1)add + (n — i+ 1)mult]

=" H(n—i)div+ (n —i)(n—i+1)add+ (n—i)(n—i+ 1)mult]

=" n—i)div+ S0 (n—i)(n—i+ 1)add + S0 (n — i) (n — i + 1)mult

=205 (n—d)div+ (S5 (0 — ) + 255 (n = 0)*)add + (S5 (n— i) + 375 (n —)?)
=S kdiv 4 (P2 b+ S0t k2 add + (721 b+ P21 k2)mult

= (ol gy 4 noln g gq 4 ne D@zl g g (ol gy nlnD@nd)

:2n(n—1)6(2n+5)+n(n2—1) 3n + 30 7%,”

Il vient que le nombre d’opérations de la partie élimination de l'algorithme de Gauss est
de l'ordre n3 : Compg = O(n?).

Or dans on a montré que I'algorithme de remontée est de I'ordre de n2, Compr = O(n?).
Au total I'algorithme d’élimination de Gauss avec résolution du systéme linéaire Ax = b

est de l'ordre de n3, i.e. O(n?) ot la matrice carrée A est d’ordre n.
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Exemple 5.4

Dimension 5 8 50

Nb.Ope.Gauss S.Pivot || 140 | 492 89525

Nb.Ope.Cramer || 120 | 40320 | 30414093201713378043612608166064768

844377641568960512 102

5.3.2 Meéthode de Gauss avec pivot

Soit & résoudre le systeme

oar1+x2 =1 a 1 1
(S) A= , b= ,
1+ x9 = 2 1 1 2

On suppose de plus a # 1 de sorte que A est inversible et que a est proche de 0.

X1 1 -1 1 -1
1. solution théorique : On a =L =L
L2 -1 « 2 -1+ 2«
Donc La solution théorique est 71 = —1/(=1+«a) et 29 = 7_11':25‘.

Prenons par exemple a@ = 1075 et cherchons les solutions avec des valeurs approches a

10~ pres.
On aura :
_ -1 _ —1 o a 10__4prés
71 = —r = —5bos = 1.0000100001 1 =" 1,
N _4 N
y = =hE2a — 2099998 _ ) 999989999 * 1" =" . 9999

—1l+a —0.99999

2. Résolution du systéme par la méthode de Gauss : On trouve

)

©
A — , b = avec Go1 = % = —
0 1-1 2-1 aqq a
ari+zxe =1
(51)
(1-L)z, =2-1

Avec le choix de o = 107 et appliquons la méthode de Gauss avec 4 digits significatifs

Donc :
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2-1  90-1 _ —0.99998 L pres
P — (0] —_
oy = o = 250 = S — 0.00998999 0.9999,
_ a 10~ * pres
2y = 1=0.99998999 __ 0.00001000001 I 0.0000 _ () £ 1

(0% (0%
c¢/c La méthode de Gauss donne des résultats différents Si on applique la méthode de
Gauss sans pivot. (c’est une catastrophe numérique!!)

3. Stratégie du pivot partiel : elle consiste a mettre en premiére ligne celle dont le co-

efficient de z1 est le plus grand en module alors on permute les lignes pour obtenir le

systéme

T1+x9 =2

(S1)

ary+xo =1

Pour lequel Go1 = ¢ = « et qui conduit a
11 2
A@ = , b= :
0 1—« 1 -2«

Avec le méme choix de o = 107°, on obtient alors

pres

_1— __0.99998
o = 1720 = 099998 — ), 999989999 * 0.9999
G =2—my=2-1=20 _ 1 _ _1___ 10000100001 " Lwres

l1—a 1-a 0.99999

(k—1)

La méthode de Gauss avec pivot partiel consiste a choisir a I'étape k : ay, " tel que

ajq | = max Jafy "]
k<i<n
321 — x2 +3 a3 = %,
Par exemple, pour le systeme (S) ¢ z; + 1225 = —1, , a l'étapel, on va per-

7Tx1 +2x9+ 5x3 = 5.

muter les lignes 1 et 3 et considérer
Txy +2x94+ 53 = 5,
(8):¢ o1+ 1223 = —1,

31‘1 — X2 +31‘3 = %

4. Elimination de Gauss A pivot total : A Détape k, on échange a la fois les lignes k et i
(k <i<mn) et les colonnes k et j (k < j <n) de telle sorte que :
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k k . .
)| = max{|al), i >k, j> k).
Attention! Si on fait des échanges de colonnes cela modifie 'ordre des composantes du
vecteur solution x donc il faut penser a rétablir le bon ordre des composantes a la fin.

Par exemple, pour le systéme (S) précédent, a 1’étapel, on va permuter les colonnes 1 et

2 et considérer
1223+21 = —1, T T3
(8):% 3uws +3m — a0 = 3, et X = | 2 | devient X' = | o1

b r3 + 7 T, + 2172 = 9. 3 T2

5.4 La factorisation LU et P 'LU d’une matrice inversible A

5.4.1 La factorisation LU sans permutation de lignes

DEFINITION 5.2

1. Soit A € M,,(R). On appelle factorisation LU de A une factorisation A = LU avec L €

M,,(R) triangulaire inférieure et U € M,,(R) triangulaire supérieure.

2. Soit A € M,,(R). Les mineurs fondamentaux Dy, k=1, ..., n de A sont les déterminants

des sous-matrices de A formées par les k premieres lignes et les k premiéres colonnes de A :

Dk = det((ai7j)1§i,j§k) pour k= 1, ceey, N

PROPOSITION 5.1 Awec les notations de la sous-section précédente de l’élimination de Gauss, d
Uétape k on a A®) = G AR og

col()ﬁne k
1 0 0
0
Gy = 1
—Gri1ihe - e ~— ligne k+1

0

0 Gk e 1

On note G, ), = %, i=k+1, ..., n. On a de plus b*) = Gpb—1).

Ok
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En effet : 11 suffit dreffectuer le produit GRA*=1) et de vérifier que 1’on retrouve A%

THEOREME 5.1

Soit A € M,,(R) une matrice carrée inversible. Si I'elimination de Gauss s'effectue sans per-

mutation de lignes, alors il existe L € M, (R) triangulaire inférieure inversible et U € M,,(R)

triangulaire supérieure inversible telles que A = LU,

Preuve. D’apres les notations précédentes, on a

Aln=1) — Gn1Gpo--G1A
La matrice G,,_1Gn_2 - - - G1 étant inversible, on peut donc écrire
A= (Gp1Gp_o--- Gl)—lA("—U

Les matrices Gy étant triangulaires inférieures, alors (Gp,—1Gpn—2 - Gl)_1 est aussi triangulaire

inférieure. De plus, par construction A1) est triangulaire supérieure d’oti le résultat en posant

L= (Gn1Gn2--- Gl)_l et U= A=D1

On peut méme appliquer cette remarque pour verifier 'existence de L et de U :

REMARQUE 5.3 Si Tous les mineurs fondamentauzr de A sont non nuls, alors alors il existe
L € M,,(R) triangulaire inférieure inversible et U € M,,(R) triangulaire supérieure inversible
telles que A = LU ;

La proposition suivante nous permet d’expliciter la matrice L de la factorisation LU de A

obtenue & partir de 1’élimination de Gauss.

PROPOSITION 5.2 Avec les notations precedentes, on a

1 0 0
G271 1
Gp1Gpo---G -1 _
(Gt Gn—z v Gz1 Gzo 1
0
Gnl Gn,2 Gn,n—l 1

)

Preuve. un simple calcul du produit G,,_1.L permet de conclure.
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2 1 -1
Exemple 5.5 On considére la matrice A= 4 6 1
-2 11 8

4 6 1 — 0 4 3
-2 11 8 Ly =Ly—2L, 0 12 7
2 1 -1
Lz = Ls — 3Ly
0 4 3
%
0 0 -2
1 0 O 9 1 1
Donc L = % L0 etU=10 4 3
2 12 _
22 00 -2

PROPOSITION 5.3 Soit A € M,,(R) une matrice carrée inversible admettant une factorisation

L U. Alors il existe une unique factorisation L U de A avec L d diagonale unite.

Preuve. Supposons que A admet une factorisation LU, alors I'existence d’une factorisa-
tion LU avec L a diagonale unité est claire d’apres le théoreme Supposons maintenant que
A admette deux factorisations LU : A = L1Uy et A = LyUs; avec Ly et Lo a diagonale unité.
L/égalite L1U; = LoUsy implique Uy Uy 1= L1_1L2~ D’apres lerappel, UjUy L est triangulaire su-
périeure et L1_1L2 est triangulaire inférieure a diagonale unité. La seule possibilité pour que ces

deux matrices soient égales est donc
DUyt =L Ly =1,

ce qui implique L1 = Ly et U; = Us.
Lorsque A admet une factorisation LU, la résolution du systéme d’équations linéaires (S) :

Ax = b se ramene a la résolution de deux systémes linéaires triangulaires. En effet :

Ly =b,
Axz=bs LUr=b&
Uz = y.

En pratique, on résout donc d’abord Ly = b puis connaissant y on résout Uz = .

5.4.2 Algorithme et complexité : Décomposition LU

— Algorithme :
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Introduire une matrice A € M,,(R) & décomposer.

L :In

for j from 1ton—1do

A=TL.A

L=L1L"

U=A4

return L et U

— éomplexité de I’algorithme :

Soit A € M,,(K) une matrice carreé inversible. Résoudre un systéme linéaire (S) : AX =b
via Uelimination de Gauss nécessite un nombre d’opérations a virgule flottante équivalent
a % lorsque n tend vers linfini. Ce coit asymptotique est aussi celui du calcul de la
factorisation LU de A.

5.4.3 La factorisation LU avec une stratégie de pivot : factorisation P~'LU

DEFINITION 5.3

Soit A € M, (R). On appelle factorisation P~1LU de A une factorisation PA = LU avec L €
M,,(R) triangulaire inférieure, U € M, (R) triangulaire supérieure et P € GL,(R).

DEFINITION 5.4 (permutation)

On appelle matrice de permutation associée a une permutation o € S,, la matrice P, =

(5ia(j))1§i,j§,n ot 6ij =1si1 :] et 5@']’ =0s11 7§ ]

(1,2,3,4,5
3,2,5,1,4

Exemple 5.6 Si l’on considére la permutation, o : ), on obtient la "matrice de permu-
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tation élémentaire’

0 010O0
01000
Py = 0 00 01
10 000
0 0010

Principe :

1. Multiplier une matrice A a gauche (resp. a droite) par une matrice de permutation revient

alors & permuter les lignes (resp. les colonnes) de la matrice.

2. En multipliant une matrice a gauche par la matrice P, la troisiéme ligne devient la

premiere, la seconde ligne reste inchangée, la cinquieme ligne devient la troisieme. . . .
3. Les matrices de permutation sont orthogonales c’est-a-dire que Vo € S, P, = PL.

Lorsque la factorisation LU n’existe pas, on peut tout de méme utiliser le théoréme suivant :

THEOREME 5.2

Soit A € M,,(R) une matrice carree inversible. Il existe une matrice de permutation P telle que
PA admette une factorisation L U.

Preuve. 1. L’existence de la matrice P et des matrices L, U peut s’effectuer en s’inspirant

de l'algorithme LU avec pivot partiel.

i—1) o
), ou

Posons A(® = A. A chaque étape i de I’algorithme peut s’écrire comme AW = G, P Al
P; est la matrice de permutation qui permet le choix du pivot partiel, et G; est une matrice
d’élimination qui effectue les combinaisons linéaires de lignes permettant de mettre & zéro tous
les coefficients de la colonne ¢ situés en dessous de la ligne . Pour simplifier, raisonnons sur
une matrice 4 x4 (le raisonnement est le méme pour une matrice n x n. On a donc en

appliquant algorithme de Gauss :
G3P3Go PG PLA=U

Les matrices P;y1 et G; ne permutent en général pas. Prenons par exemple Go, qui est de la

forme
1 0 0O
01 00
Gy =
0 a1l O
0b 01
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Si Ps est la matrice qui échange les lignes 3 et 4, alors

1 0 0 0 1 0 0 O 1 0 0O

01 0 0 01 00 01 00
Py = et P3Gy = ,GoP3 =

00 0 1 0b 01 0 a 01

00 10 0 a1 0 06 10

Mais par contre, comme la multiplication ¢ gauche par P;11 permute les lignes i+ 1 et i + k,
pour un certain k > 1, et que la multiplication d droite permute les colonnes i + 1 et i + k, la
matrice C/?\, = z‘+1GiP¢t+1 est encore une matrice triangulaire inférieure avec la méme structure

que G; : on a juste échangé les coefficients extradiagonaux des lignes ¢+ 1 et ¢ + k. On a donc
P 1Gi = GiPi1.

Dans 'exemple précédent, on effectue le calcul :

1 000

01 00 L
Pi+1Gz‘Pz't+1 = =G

0b 10

0 a 01

qui est une matrice triangulaire inférieure de coefficients tous égaux a 1, et comme P3P = 1y,

on a donc :

P3G2 = G72P3.

Pour revenir a notre exemple n = 4, on peut donc écrire :
G3GoPsG1PaPLA=U

Mais par le méme raisonnement que précédemment, on a P3G; = G1P3 ou (G est encore une

matrice triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale. On en déduit que
G3G2G71P3P2P1A = U , soit encore PA = LU

ou P = P3P, P, bien une matrice de permutation, et L = (G3G2G1)_1 est une matrice
triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale.
Le raisonnement que nous venons de faire pour n = 3 se généralise facilement a n quelconque.

Dans ce cas, ’échelonne- ment de la matrice s’écrit sous la forme G,_1P,_1...GoPoG1PLA=U
U= Gn_lpn_l...GQPQGlplA = U,

et se transforme grace a

n72ﬂarre
U= Gn_lGn_Q... Gl -Pn—l---P2P1A,
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n—i—1] barre
ol les matrices G; sont des matrices triangulaires inférieures de coefficients diagonaux

tous égaux a 1.
2. Pour montrer I'unicité du couple (L, U) & P donnée, supposons qu’il existe une matrice P

et des matrices L1, Lo, triangulaires inférieures et Uy, Us, triangulaires supérieures, telles que
PA = L1U1 = L2U2

Dans ce cas, on a donc Ly 1L1 = UUy 1 Or la matrice Ly 1L1 est une matrice triangulaire
inférieure dont les coefficients diagonaux sont tout égaux a 1, et la matrice UU; 1 est une
matrice triangulaire supérieure. On en déduit que Ly = UU; ' =I,, et donc que L1 = Ly
et Uy = Us.

Bref : Si Py, ..., P,_1 sont les matrices de permutations utilisées, alors il suffit de poser :

P =P, 1P, »...P

PA = P(anlpnflGn72Pn72 e Glpl)_lU, avec .
L = P(Gn1Py1Gy 2Py 2...G1P) 7}

Dans ce cas, on a :

LY = Pb,
AX =b&s PAX =Pbs LUX =Pb&
UX =Y.

En pratique, on résout donc d’abord LY = Pb puis connaissant Y on résout UX =Y.

5.5 Décomposition de cholesky

5.5.1 Existence théorique de la Décomposition de cholesky

DEFINITION 5.5

vérifie I'une des trois propriétés équivalentes suivantes :

1. Pour toute matrice colonne non nulle x a n éléments réels, on a x!Mx > 0.

THEOREME 5.3 (Décomposition de Cholesky)
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Soit M une matrice symétrique réelle d’ordre n (M! = M). Elle est dite définie positive si elle

2. Toutes les valeurs propres de M (qui sont nécessairement réelles) sont strictement positives.

3. La forme bilinéaire symétrique R” x R® =+ R, (x,t) — x!My est un produit scalaire sur
R™.

On note par S;7 " (R) I'ensemble des matrices symétrique définie positive.
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. Soit A € ST (R). 1l existe une unique matrice T € M, (R) triangulaire supérieure da coefficients

diagonauz strictement positifs telle que A = T'T.

Preuve.

Existence.

Les mineurs principaux de A sont non nuls, et méme strictement positifs : en effet, pour r €
{1, ..., n}, notons A, la sous-matrice principale d’ordre r de A. A, est symétrique. Par ailleurs,
comme A € S;7(R), alors ' Az > 0, pour tout x € R™\{0}.

Ainsi, pour tout 2’ € R"\{0}, en complétant 2’ par des zéros en un vecteur x de R"\{0}, on
obtient 2" A,2’ = x'Ax > 0, donc A, est définie positive : son déterminant est par conséquent
strictement positif.

Il s’ensuit que la matrice A possede une décomposition LU : il existe d’uniques matrices
L, D, V€ M,(R), avec L triangulaire inférieure a diagonale unité, D diagonale & coefficients
diagonaux strictement positifs, et V' triangulaire supérieure a diagonale unité, telles que A =
LDV. Comme A est symétrique, alors A = A' = V!DL!, et par unicité de cette décomposition,
on déduit que V* = L. En posant T' = v/DV, on obtient une décomposition de Cholesky de A.

Unicité.

Soit S € M, (R) une autre matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement
positifs telle que A = S'S. Alors ST = (T'S71)!. Le terme de gauche est une matrice trian-
gulaire supérieure, tandis que le terme de droite est une matrice triangulaire inférieure : donc
ST~1 est une matrice diagonale. De plus, (ST-1)~! =TSt = (TS~1)! = ST~ et tous

les coefficients diagonaux de ST~ sont strictement positifs, donc sont égaux a 1, c’est-a-dire
S=T.

REMARQUE 5.4 La réciproque est vraie, au sens suivant : si A € M, (R) et s’il existe une

matrice T € M, (R) triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs tel que
A=T'T, alors A € S;7*(R).
5.5.2 Calcul pratique de la décomposition de Cholesky

Notons A = (a;j)1<ij<n €t T = (tij)1<ij<n(tij = 0sii > j). Pour tous ¢, j € {1, ..., n},
L’égalité A = (T*)T donne
n min(i,5)
aij =Y tritk; = th,itk,j-
k=1 k=1

La matrice A étant symétrique, il suffit que les relations ci-dessus soient vérifiées pour ¢ < j,

c’est-a-dire que les éléments t;; de la matrice T doivent satisfaire :

7
aij = Y tritk;
k=1

- Etape 1.
Onaai; = til, donc t11 = /a1 1,
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pour j € {2, ..., n},onaay; =t 1t1;, donc t1; = 72
- Etapei, 2<¢<n.

A T’étape 4, on suppose qu’on a calculé tous les coefficients t;; pour I <1i.On a

7
2
aj; = Z Ui
k=1

donc
ti; =
Pour je{i+1, ..., n},ona
i
aij =Y tritk,
k=1
donc

1 1—1
tij = 7(%3’ — > trith)
k=1

0

111 1

1 55 5
Exemple 5.7 La matrice symétrique A =

1 5 14 14

1 5 14 15

est égale au produit de la matrice triangulaire T et de sa transposée Tt :

111 1 1 0 00 11 11

155 5 1 2 00 0 2 2 2
A= = .

1 5 14 14 1 2 30 00 3 3

1 5 14 15 1 2 31 0 001

5.5.3 Complexité de la décomposition de Cholesky

Le calcul de ;1 demande le calcul de racine carrée (qu’on va considérer comme une opération
arithmétique élémentaire).

Ensuite, si j € {2, ..., n} le calcul de ¢; ; requiert une division.

Pour le calcul de ?;; on a besoin de ¢ — 1 multiplications, 7 — 1 additions, et un calcul de
racine carrée.

Et le calcul de a;; requiert ¢ — 1 multiplications, ¢ — 1 additions, et 1 division. Au total,
I'étape i requiert (n — i+ 1)(2¢ — 1) opérations arithmétiques élémentaires.

Finalement, le cofit total du calcul de la décomposition de Cholesky, en nombre d’opérations

arithmétiques élémentaires, est

Yiti(n—i+1)(2i—1) = %H(QTLZ +3n+1)pst00 ~ %n:”.
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La décomposition de Cholesky est par conséquent légerement plus efficace que la décomposition
LU, dont le coiit en nombre d’opérations arithmétiques élémentaires est asymptotiquement
équivalent a %n3.

Soit A € M,(R) inversible, la resolution de (S) par la méthode de Gauss demande %n?’
operations. Dans le cas d’'une matrice symétrique définie positive, la méthode de Cholesky est

donc environ deux fois moins cheére.

REMARQUE 5.5 1. Soient A € GL,(R) et b € R™. On cherche a résoudre le systéme linéaire
Ax = b. Si A est symétrique définie positive, on peut calculer sa décomposition de Cholesky

et procéder a une méthode de descente-remontée afin de déterminer x.

2. Sinon, le systéme linéaire est équivalent & A'Ax = A'b, ou A'A est bien une matrice
symétrique définie positive : on peut donc de méme calculer la décomposition de Cholesky
de AU A, et procéder a une méthode de descente-remontée ; cette méthode nécessite les calculs
supplémentaires de A'A et de Ab, tous deuz asymptotiquement négligeables devant le cott
de la décomposition de Cholesky (pourvu qu’on dispose d’une méthode efficace pour calculer

le produit matriciel AA).
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