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Chapter 1: SERIES ENTIERS- RAPPELS ET COM-
PLEMENTS

1.1 Rayon de convergence

Définition 1.1 (série entiére)

On appelle série entiére toute série de fonctions Y u, pour laquelle il existe une suite (a,) de nombres

complexes telle que :
Vn € NVz € C up(2) = anz"

Une telle série entiere est notée abusivement »  a,, 2", appelée série entiére de la variable complexe z ; les a,,
) b

sont les coefficients de la série entiere.

o Lasomme an 2™ est ambigué quand z = 0 et doit étre comprise ainsi : f(0) = ag+04+0+... =

neN
ag.

Théoréme et définition 1.1

(Rayon de convergence) soit (a,) € CN ; il existe un unique R € R* U {+o00} tel que

si |z| < R alors la série numérique Y a, 2" converge absolument
si |z] > R alors la série numérique Y a,2" diverge grossiérement

1. R est donné par : R = sup{r € RT/(a,r™) bornée dans R} (dans R)

2. R est appelé le rayon de convergence de la série entiere Y a,z" ;

3. Dp={z € C/ |z| <R} est le disque (ouvert) de convergence de la série entiére Y a,z".

Preuve. On commence par montrer le lemme suivant

Lemme 1.1 soit (a,) € CN ; si p € RY* est tel que la suite (an,p™) soit bornée, alors pour tout
compleze z tel que |z| < p, la série numérique _ anz"™ converge absolument.

En effet
Supposons : Vn € N|a,p"| < M et |z| < p ; alors

¥ € Njanz"| = lanp"|(EE)" < 2B ee B <1

d’ott le résultat (majoration par une série géométrique convergente).
Dém. du théoréme :
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D: disque ouvet.

DV.G

Sur Fr(D) on ne peut rien dire

Figure 1.1: Zone de convergence d’une SE

Existence : soit & = {r € R /(a,r™) bornée dans C} ; £ est une partie non vide de RT(0 € &)
, soit donc R la borne supérieure de £ dans R : R € RT U {+0o0} et, pour z € C :

* si |z| < R, alors je dispose de r € £ tel que |z| < r (car |z| n’est pas un majorant de £ !) et
le lemme d’Abel montre que > a,2™ est absolument convergente ;

* sl |z| > R, alors |z| € &, donc la suite (a,2™) n’est pas bornée, d’ou la divergence grossiére
de la série numérique »_ a,z".

Unicité : si R et R’ étaient deux valeurs distinctes de RT U {400} vérifiant les conditions, je
pourrais supposer R < R’ et considérer un complexe z tel que R < |z| < R’ pour obtenir une
contradiction.

Exemple 1.1 > 2", Y 2" /n, Y. 2"/n? Y 2"/n!, S nlz"

1.2 CRITERES DE DETERMINATION DU RAYON DE
CONVERGENCE.

1. Si lon trouve R tel que : |z] < R = > a,z" CVA, alors le RCV de ) a,z" est au moins
égal & R; si 'on trouve en outre z de module R tel que ) a,z" ne soit pas absolument
convergente, alors R est le RCV de 3" a, 2" ;

2. Si> a,z"et ). b,2" sont deux séries entieres et R,, R} leurs rayons de convergence respectifs
ik st an, = O(|bn]) (resp. |an| < |by| & partir d’un certain rang), alors R, > Ry ;

3. Si |ay| ~ |byl, alors R, = Ry ;

4. Regle de D’Alembert: R = limnﬂJroolaT{rl‘, avec la convention R = 0 si lim, 4+ | azzl |=
+00 et R = 400 si limp_yqo0 | 2252 |=0
5. Regle de Cauchy : R = %, avec la convention R = 0 si limp— 400 V/| an | = +00
llmn—»-f—oo V |an|

et R = +o00 silimy—i00 W =0

Z3n+1

Exemple 1.2 le RCV de Zn21 nez" ; ano sin(n)z"; En21 sin(%)z" R Enzo o et de ano 01 %dt

Z’I’L
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1.3 OPERATIONS ALGEBRIQUES SUR LES SERIES EN-
TIERS.

1.3.1 somme

Soient R, , Ry , Rayp les RCV respectifs de > anz™ , > bn2™ > (an + by)z™ ; alors Ryqp >
min(R,, Rp) (avec égalité si R, # Ryp).

1.3.2 produit par un scalaire

SiA#0,> Aanz™ a méme RCV que Y a,2".

1.3.3 produit de Cauchy

(H.P.) Soient R, , Ry , R les RCV respectifs de >, qan2"™, 3, ~0bn2™ >, 50Cn2" ot : Vn € N
Cp = ZZ:O arbn— , (tous les indices partent de 0). Alors pour |z| < min(R,, Rp) ,on a Y ¢,z"
absolument convergente et : Y " c,z™ = (300 o anz™)(>on- o bnz™) en particulier, le RCV de
> epz™ est au moins égal & min(R,, Rp).

1.4 REGULARITE DE LA SOMME D’UNE SERIE ENTIERE

1.4.1 Généralités.

Si R est le RCV de > ay,2", alors.

e La série numérique Y | a,, 2™ est absolument convergente pour |z| < R, divergente grossiérement
pour |z| > R.

e la série de fonctions Y a,2™ converge normalement sur D(0,r), pour 0 < r < R;

e la fonction somme f : x — Y 7 a,z" est continue sur D(0,r)

1.4.2 Continuité d’une série entiére

Théoréme 1.1 ()

Soit Y anz™ une série entiére de rayon de convergence R Alors, pour tout r < R cette série converge
normalement sur le disque fermé de rayon r donc uniformement. Soit f(z) la somme de la série entiére,
Alors f est continue sur D(R) .

D(R): disque ouvet.

DV.G

Sur Fr(D) on ne peut nien dire
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1.4.3 Différentiabilité d’une série entieére

Théoréme 1.2 ()

Soit f(z) = >0 gan(z — 20)™ pour |z — zg| < R, ot R > 0 et Y>>~ jan(z — z0)™ est une série entiere dont
le rayon de convergence est R. Alors la fonction f(z) est analytique (et donc différentiable) sur le disque
|z — 20| < R, et

f(z) = Z n an(z — 20)" "

1

ot la série entiere Y2 | na, (z — zo)""

a pour rayon de convergence R.

; . L., . . 00
Remarque 1.1 En d’autres termes, on peut obtenir la dérivée de la fonction f(z) =3, " an(z—
20)"™ en différentiant la série terme d terme, et la série dérivée a le méme rayon de convergence
que la série originale.

Corollaire 1.1 Soit f(z) = Y.." jan(z — 20)™ pour |z — zo| < R, 0t >~ an(z — z0)™ est une
série entiére dont le rayon de convergence est R. Alors la fonc- tion f(z) posséde des dérivées
de tous ordres et ces dérivées peuvent étre obtenues en diffé- rentiant la série terme a terme. Les
séries dérivées ont toutes le méme rayon de convergence R et

£ (20)

an="—1",n =0,1,2, ...
n:

ot f")(2) est la dérivée d’ordre n de f(z).

Théoréme 1.3 (Unicité du DSE)

Si Y oan(z —20)™ et Y07 jba(z — zp)™ sont deux séries entitres convergentes pour |z — zp| < R, ou
R > 0, et si les limites de ces séries coincident pour tout z dans le cercle |z — 29| < R, alors

Ap = bna vn.

1.4.4 Intégration terme a terme: Cas réel.

Théoréme 1.4 ()

soit > anz™ une série entiere de RCV R >0 ; on a

n+1
Ve el - R, R, [ (Colgant™)dt =307 gan - £ ;
. n+1
si fI(t) = Y onlg ant™ alors f(z) = £(0) + Y0y an %t
la série entiére Y ay, - f:_:ll a aussi R pour RCV.

Exemple 1.3 Développement en série entiére de In(1 + x) , de arctanx.

1.4.5 Conséquences :

1. siles sommes de deux séries entiéres coincident sur un intervalle de la forme | —4, §] alors ces

deux séries entieres ont les mémes coefficients ;
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2. la fonction somme d’une série entiére est paire (resp. impaire) si et seulement si tous les
coefficients de rang impair (resp. pair) sont nuls.

k
Exercice 1.1 pour |z| <1 etk e N, W =3, ( Z+ ) . 2™

1.5 DVELOPEMENT EN SERIE ENTIERE.

1.5.1 Cas complexe

Théoréme et définition 1.2 (Série de Taylor dans C.)

Soit f une fonction analytique (differentiable) en tout point du disque ouvert
D={yeC:|z —z| <R},ouzgeCet 0<R<c0.

Alors il existe une suite unique {a,}52, dans C telle que
oo
flz) = Zan (z —20)", V2 € D.
n=0

De plus,

ap = f(")(ZO)/n! ,n=0,1,2, ...

Corollaire 1.2 Equivalence entre le caractere analytique d’une fonction et l’existence d’une série
de Taylor. Soit D ={z € C:|z —z)| < R} ot 29 € C et 0 < R < o0. Alors une fonction f est
analytique sur le domaine D ssi il existe une suite {an 5>, unique dans C telle que

flz) = Z an(z —20)", Yz € D.
n=0
Exemple 1.4 1. pour tout z dans C (RCV +o0) :

oo " s .
ne0 =1 ; on déduit alors

On pose par définition e* :=

I
chz=3 ", @n)t 7

B o L2t
shz=73,", @n+1)!

_ oo (cnmen
® Cosz = ZnZO (2n)! ’

. _ oo (—1)mL2ntl
esinz=3 ", @nt)

2. Pour|z| <1 (RCV =1): %> "= L.

z

1.5.2 Cas réel

Théoréme et définition 1.3 ()
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Une fonction f est dite développable en série entiére en 0 si et seulement s’il existe une série entiére » . a, 2"
de RCV R > 0 et § > 0 tels que

Vo €] —94,6; f(z)= z anz"
n=0

Théoréme et définition 1.4 ()

a(a—1)...(a—n+1)

Pour tout x € R, la fonction x — (1 + ) est la somme de la série en tire 1+ -, =

de rayon de convergence +o0o si a« € N, 1 sinon :

T
‘,L?

B 3 R si « €N
1 a_ 1 0 a(a=l)..(a=n+l) n
(1+=z) + 2 onet nl L7 pont T € ]—1,1] sinon.

Questions :
1. Que se passe-t-il de particulier si o € N 7
2. Vériffier que le rayon de convergence est bien celui annoncé.

Théoréme et définition 1.5 ()

La fonction Arctan: pour tout x €] —1,1[, Arctan x = %302”“

Remarque 1.2 1. (pour un DSE en zy, considérer la fonction h — f(zo + h)).

2. Si f est développable en série entiere en 0, alors il existe § > 0 tel que f soit de classe C*°sur
] —0,8] et lon a:

Vo €] =6, 0, flz) = 200, Lo@gn

n=0 n!

(f est la somme de sa série de Taylor, dite aussi série de Mac-Laurin).

3. Soit f une fonction de classe C*° sur un voisinage ouvert I de 0 et a valeurs complexes.
Alors f est développable en série entiére au voisinage de O si, et seulementsi, Il existe un
réel § > 0 tel que | — 6,0[C I et pour tout x €] — 6,0[ la suite (Ry(x))nen définie par:

n (k) .
Ry (x) = f(x) — > k0 %mk converge vers 0 sur | — r,r|.
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