
Direction = droite passant par deux nœuds du réseau, elle est désignée par 3 indices [u v w]

Une famille de direction est désignée par <u v w>. 
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[110]

[110]

[201]
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Worked Example

Find the angle between the directions [2 1 1] and [1 1 2] in a cubic crystal.

The two directions are [2 1 1] and [1 1 2]

We know that the angle between the two directions,

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

½ ½

u u v v w w
cos  

(u v w ) (u v w )

+ +
θ =

+ + × + +

2 2 2 2 2 2

(2 1) (1 1) (1 2) 5
cos  

62  1 l 1  1 2

× × × + ×∴ θ = =
+ + × + +

θθθθ = 35° 35′′′′30′′′′′′′′.

58



Plan réticulaire = plan passant par 3 nœuds du réseau, il est désignée par 3 indices (h k l)
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Déterminer les indices de Miller d’un plan (2ème exemple)

l’équation du plan le plus proche de l’origine est:  hx + ky + ℓz = 1

l’équation du plan  de �ème plan  à partir  de  l’origine est:  hx + ky + ℓz = n
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The intercepts are 2, - 3 and 4

Step 1: The intercepts are 2, -3 and 4 along the 3 axes

Worked Example:

Calculate the miller indices for the plane with intercepts 2a, 

- 3b and 4c the along the crystallographic axes.

Step 1: The intercepts are 2, -3 and 4 along the 3 axes

Step 2: The reciprocals are 

Step 3: The least  common denominator is 12.

Multiplying each reciprocal by lcd, we get   6 -4 and 3

Step 4: Hence the Miller indices for the plane is 

1 1 1
, and

2 3 4−

( )6 4 3
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Les indices de Miller d’un plan (cas particulier)

The purpose of 

using reciprocal of 

intercepts and not 

intercepts 

themselves in 

Miller indices 

becomes clear → 

the ∞ are removed

Famille de plans. notation {1 1 0}

the ∞ are removed
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� What about the plane passing through the origin?

Plane passing through origin

Intercepts → ∞ 0 ∞
Plane → (0 ∞ 0)

We want to avoid infinities in Miller indices
In such cases the plane is translated by a unit distance along the non zero axis/axes 

and the Miller indices are computed

Hence use this plane

Plane passing through origin

Intercepts → 0 0 ∞
Plane → (∞ ∞ 0)
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(100) (010) (001)

(110) (101) (011)

(111) (111) (111)
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Le réseau réciproque dont la notion n’est pas indispensable en cristallographie

géométrique, permet cependant d’en simplifier certains calculs et surtout est

très important pour la théorie de la diffraction des rayonnements par les

structures périodiques.

Ce réseau est situé dans un espace 3D dont les vecteurs de base a*, b* et c*

sont définis par rapport aux vecteurs de base a, b et c avec lesquels nous avons

choisi de construire un réseau dans un espace que nous appellerons direct. Nous

avons donc le réseau direct.

Les relations de définitions sont les suivantes :
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a.a*=1 a.b*=0 a.c*=0

b.a*=0 b.b*=1 b.c*=0

c.a*=0 c.b*=0 c.c*=1

On en déduit que a* doit être perpendiculaire à b et c, ce qui implique :

a* = α (b ∧ ∧ ∧ ∧ c)

a.a* = α a.(b ∧ ∧ ∧ ∧ c) = α v = 1       ⇒⇒⇒⇒ α = 1/v    ⇒⇒⇒⇒ a* = 

v est le volume de la maille construite sur a, b et c

Les relations de définitions sont les suivantes :

    

b ∧  c
v

Compte tenu des définition le réseau réciproque du réseau réciproque est le

réseau direct. En effet :

De la même façon on obtient pour b* et c* :

b* = c* = 
    

c ∧  a
v     

a ∧  b
v

réseau direct. En effet :

(a* ∧ b*) = (b ∧ c) ∧(c ∧ a) /v2 = [c.((b ∧ c).a) - a((b ∧ c).c)].1/v2 = cv/v2

(a* ∧ b*) = c/v 

Or (a* ∧ b*).c* = v* = c.c*/v    ⇒⇒⇒⇒ v* = 1/v ⇒⇒⇒⇒ vv*=1
} c = (a* ∧ b*)/v*
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Il faut « voir » les réseaux direct et réciproque comme liés l’un à l’autre. Lorsque

l’un des réseaux tourne autour d’un axe par exemple, l’autre tourne également

autour du même axe dans le même sens et du même angle. Les deux origines O

et O* de ces deux réseaux peuvent être confondus ou séparés, par contre leurs

orientations sont liées par les relations de définition.

En effet la définition de a* par exemple, lui impose d’être perpendiculaire à b et

c.

a* doit être perpendiculaire à b et c

b* doit être perpendiculaire à a et c

Cet exemple est celui d’une 

maille monoclinique avec c

perpendiculaire à a et b.•
a

c

a*

c*

b*

•
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Compte tenu des relations entre les deux réseaux direct (RD) et réciproque

(RR), il est possible de faire des opérations telles que le produit scalaire ou le

produit vectoriel en utilisant des vecteurs des deux espaces.

R = r1a + r2b + r3c N* = n1a* + n2b* + n3c*

R . N* = r1 n1 + r2 n2 + r3 n3

La relation entre le plan (h k l) du RD et La rangée [[[[h k l]]]]* du RR ? 

Considérons maintenant le plan de la famille de 

plans réticulaires (h k l) le plus proche de l’origine, 

son équation dans l’espace direct est hx+ky+lz = 1 

et soient A, B et C les intersections de ce plan 

avec les trois axes. Les vecteurs AB et AC

appartiennent à ce plan.

AB = AO+OB= -a/h+b/k       AC = -a/h+c/lA

B

C

→c

a→→→→
b

→→→→
O
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Soit N*hkl le vecteur du RR tel que      N*hkl = ha* + kb* + lc*

Ce vecteur définit une rangée de la famille  [h k l]* du RR.

Les trois nombres entiers h,k, et l étant premiers entre eux le nœud du RR 

extrémité de N*hkl est le premier nœud de la rangée à partir de l’origine.

AB . N*hkl = (-a/h+b/k).(ha* + kb* + lc*) = -a.a*+b.b*= 0AB . N*hkl = (-a/h+b/k).(ha* + kb* + lc*) = -a.a*+b.b*= 0

AC . N*hkl = (-a/h+c/l).(ha* + kb* + lc*) = -a.a*+cc*= 0

Les deux vecteurs du plan (h k l) AB et AC sont donc perpendiculaires au 

vecteur N*hkl du RR. 

La rangée [[[[h k l]]]]* du RR est donc normale au plan (h k l) du RD.
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Ces plans sont parallèles et équidistants. Soit

dhkl la distance entre deux plans voisins de la

famille. Cette distance est égale à la

projection du vecteur OA sur la normale aux

plans N*hkl.

B

C

→
c

N*hkl

Le plan qui coupe les trois axes en A, B et C

est l’un des plans de la famille de plans

réticulaires (h k l).

dhkl = OA . N*hkl/ N*hkl

dhkl = a/h.(ha* + kb* + lc*)/ N*hkl= a.a*/ N*hkl⇒⇒⇒⇒ dhkl = 1/ N*hkl

dhkl N*hkl= 1

A

B

a
→→→→

b
→→→→

O
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OA . N*hkl =OA . N*hkl cos θ

cos θ=dhkl/OA
→→→→
a

→→→→
c→→→→

N*
hkl

A

C

dhklθ
O



A toute famille de plans réticulaires (h k l) du RD on peut associer la rangée

[h k l]* du RR qui lui est orthogonale; h, k et l étant premiers entre eux

l’inverse de la norme du vecteur N*hkl du RR est égale à la distance inter-

réticulaire dhkl.

Le réseau réciproque du réseau réciproque étant le réseau direct on peutLe réseau réciproque du réseau réciproque étant le réseau direct on peut

également dire qu’à toute famille de plans réticulaires (u v w)* du RR on peut

associer la rangée [u v w] du RD qui lui est orthogonale; u, v et w étant

premiers entre eux, l’inverse de la norme du vecteur Ruvw du RD est égale à la

distance interréticulaire d*uvw.

71

DIFFRACTION DES RAYONS X

X-RAY DIFFRACTION

XRD
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Thèse de  Glad Xavier

Université de Montréal
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Exemple de figures de diffraction d'un monocristal de graphite selon les axes de zone

[001] (gauche) et [010] (droite). Les réseaux direct et réciproque ainsi que deux

distances interréticulaire sont indiqués.
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• Soit une famille de plans réticulaires (h k l) à laquelle 

correspond le vecteur du RR   N*hkl = ha* + kb* + lc*

• La distance interréticulaire dhkl est égale à l’inverse de

la norme du vecteur N*hkl :

1/dhkl = (N*hkl . N*hkl)
1/2 = [(ha* + kb* + lc*).(ha* + kb* + lc*)]1/2

(1/dhkl)
2 = h2a*2 + k2b*2 + l2c*2 + 2hk a*.b* + 2hl a*.c* + 2kl b*.c*

    
a * .b* =

b ∧c
v

.
c∧a

v
= (b.c).(c.a) − (b.a).(c.c)

v2
= abc2

v2
(cosα cosβ − cosγ)

    
a * .c* = ab2c

v2
(cosα cosγ − cosβ)

    
b * .c* = a2bc

v2
(cosβ cosγ − cosα)

  
a* = bcsinα

v   
b* = acsinβ

v   
c* = absinγ

v

v = abc 1-cos2α - cos2β - cos2 γ + 2cosαcosβcosγ 75
(Voir TD)

Identité de Binet-Cauchy

dhkl = 
1

 






h2

a2 + 
l2

c2 - 
2 hl
a c cosβ  

1
sin2β + 

k2

b2

dhkl = 
1

h2 k2 l2

• Pour les différents systèmes :

– Monoclinique

– Orthorhombique

dhkl = 
a0

 h2 + k2 + l2

h2

a2 + 
k2

b2 + 
l2

c2

dhkl = 
1

h2 + k2

a2  + 
l2

c2

dhkl = 
1

4
3 a2 (h2 + k2 + hk) + 

l2

c2

– Quadratique

(tetragonal)

– Hexagonal

– Cubique
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En utilisant les propriétés des RD et RR il est 

simple de faire un certain nombre de calculs 

cristallographiques.  

Rangée intersection de deux plans (h1 k1 l1) et (h2 k2 l2) du RD

Soient les deux vecteurs N1*= h1a* + k1b* +l1c* et N2* = h2a* + k2b* +l2c* du RR

normaux respectivement aux deux plans le vecteur N1* ∧ N2* est parallèle à la rangée

recherchée caractérisée par R = ua + vb + wc. Cela donne :

N1* ∧ N2* = (h1a* + k1b* +l1c*) ∧ (h2a* + k2b* +l2c*)

N1* ∧ N2* = h1k2 a*∧b* + h1l2 a*∧c* + k1h2 b*∧a* + 

k1l2 b*∧c* +l1h2 c*∧ a* + l1k2 c*∧ b*

N1* ∧ N2* = (k1l2- l1k2) b*∧c* +(l1h2- h1l2 )c*∧ a* +(h1k2- k1h2) a*∧b*

N1* ∧ N2* = v*[ (k1l2- l1k2) a +(l1h2- h1l2 )b +(h1k2- k1h2) c ] = αR

Par identification on obtient : u = k1l2- l1k2; v = l1h2- h1l2 ; w = k2- k1h2
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Méthode pratique

h1           h2

k1            k2 u = k1l2- l1k2

l1             l2 v = l1h2- h1l2 

h1           h2 w= h1k2- k1h2

k1            k2

Plans en zone, axes de zonePlans en zone, axes de zone

Des plans sont « en zone » quand ils sont parallèles à une direction commune. 
Leurs indices respectifs vérifient la condition

(N1* ∧ N2*). N3*= 0        ⇒⇒⇒⇒

On appelle axe de zoneaxe de zone la rangée commune à deux des plans. Ses composantes   

[u v w]   sont déterminées par :

R = (N1* ∧ N2*)    ⇒⇒⇒⇒ [u v w] = (h1 k1 l1) ∧ (h2 k2 l2)









h1  k1 l1

 h2 k2 l2
 h3 k3 l3

 = 0
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Indices d’une famille de plans réticulaires parallèles à deux

rangées [u1 v1 w1] et [u2 v2 w2].

Le plan (h k l) recherché est tel que le vecteur  du RR  N* qui

s’écrit : N*= ha* + kb* +lc* est perpendiculaire aux deux rangées         

R1 = u1 a + v1 b + w1 c   et  R2 = u2 a + v2 b + w2 c

Autrement dit N*= R1 ∧ R2

h = v1w2- w1v2

k = w1u2 - u1w2

l = u1v2 - v1u2
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