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Exercice 1

Soit R,(0. x,. ¥, ,2,) de base (%, 7, ,7) un repére orthonormé direct. Une
tige rectiligne AB , de longueur |, est mobile dans &,(0, x,, y, . z,) de fagon
que A se déplace sur (O 7)), B se déplace dans le plan (0x,, 00, ): o

suppose que B ne revient jamais en O et que le montage permet pour la cote
de A des valeurs positives et négatives.

) ~
S U=rege ,V=Z, Al , BA=lZ w=7V'A Zg
Onpose = H(ﬁ“ V=Z, Al , s W=VAZ

La position de la tige dans R,(0, x,. y, . z,) est repérée par les paramétres :
langle a = (%, ,@)=(5,.7) mesuré autour de %, et langle £ =(3,.2,)= (7, W)
mesuré autour ¥'=-7. On désigne par R(() i, .%,) le repére mobil par
repport d R (O Xy Ty ,20)

—*
1) Caleuler le vecteur vitesse ¥(4/R,)
2) Caleuler le vecteur vitesse V(B/R,) par 2 méthodes: la méthode de

composition de mouvement et méthode de derwahon directe du vecteur
position, -

3) Caleuler le vecteur accélération 7(B/R,) par la méthode de composition de
mouvement ,

-
4} En utilisant V(4 € S/R,)= (OA)

R, déterminer la vitesse du centre de

masse G du solide ?(G € S/R,) exprimée dans la base de R (0, i, 7, z,).
5) Soit Pun pom'r mobile sur la ﬂge repéré par BP =1z, A= i( ) variable

a) Caleuler V(P cS/R) et P(Pe S/R,).

b) Indiquer comment on calculerait #(P e S/R) et 7(P e S/R,) ?



Exercice 2

Un cylindre (C,) de rayon R, est en rotation & vitesse angulaire ©, autour
de son axe de symétrie matérielle (0z,) , dans le référentiel cartésien
R0, %,% . 7). Un second cylindre (C,) coaxial de rayon R, tourne
autour du méme axe a vitesse Wﬁg.( voir figure 2). Des billes de
diametre d =R, - R, sont p'I:;cées entre ces 2 cylindres . On ne se
préoccupe pas d'états de surface , de JEUX en supposant fous ces sohdes
oeometrtqueman‘r parfait. '

On se propose d'étudier la cinématique du mouvement d'une des billes (S) |,
2n supposant que les points de contact de cette derniere respectivement
avec (C,) et (C,) sont T et J. '

1) Eerire la condition de roulement sans glissement de la bille (S)
respectivement sur (C,) au point de contact I et sur (C,) au point de
contact J).

2) Déduire de la question précédente :

a) la direction du vecteur vitesse instantanée de rotation de la bille
., dans son mouvement par rapport & R0, %. 5, .%).

b) L'expression de la vitesse de rotation instantanée Qg ,  en
fonction des rayons R, , R, et les vitesses angulaires des deux
cylindres Q, et Q, .

3) Déterminer le torseur cinématique de de la bille dans son mouvement
par rapport & R, au point C. En déduire la norme de la vitesse de C par

rapport & R, en fonction des rayons R, , R, et les vitesses angulaires
des deux cylindres Q, et Q, .

4) Calculer la vitesse et |, l'accélération d'un point M de la périphérie de la
bille (S) repéré par Oy = i X,. (avec %, unvecteur unitaire li€ a la

bille (S) )
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Un solide de révolution S homogene est constitué par un cone (C) de hauteur

h=4C et un disque (D) solidaire sur la base du cne , de centre C et de rayon

a ( voir figure ) . On note M la masse de S= (C)U (D) G son centre de masse

et o sa densité massique sur’far:lque. ( le cone présente une e distribution massique
sur la surface vide a l'intérieur)
S est en contact du plan (Ox,, Oy, ) du repére R0, x,, y, ,z,) de base

(%,, 7 + %), en un point I, et son sommet A est astreint , par une liaison non
précisée , a rester sur la partie z >0 de l'axe Oz,. On étudie le mouvement dans
une phase ou les contacts de S avec (0, x,, 3, . z,) ont lieu uniquement en I et
A . Le repére R(G, xq, ys , z;) orthonormé direct de base ( %, 7 , %) et lié & S.
La position de S dans R,(0, x,, y, ,20) est repérée par les angles d'Euler
habituels 1, 8 et ¢ .
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A) Cinématique

1) Calculer la cote z de 4 dans R, .

2) Calculer par leurs composantes dans la base (i, 7. 7, ) .la vitesse
V(C eS/R,) du point C lié & S par rapport & R, puis la vitesse V(I € S/&,)
du point de contact entre le solide S et le plan (Ox,, Oy, ). Cette vitesse
a-t-elle une signification particuliére ?

3) Calculer dans la méme base que précédemment I7(1/S) vitesse du point
géométrique / par rapport a R.et en déduirﬁgi@

4) Montrer que les conditions de glissement nul en 7 sont données par:
=0, et ag+y(acosl, —hsing,) = constante

B) Cinétique et dynamique :

On désigne par 4, et C, les moments principaux d'inertie en G
§ (C, moment d'inertie par rapport & (G,Z;) ) -

1) Calculer CG sachant que le cone et le disque ont une méme masse .
Exprimer dans la suite tous les résultats dans la base (i, w, z,)

2) Caleuler par rapport @ R, les éléments cardinaux de réduction au point

A du torseur cinétique du solide S .
3) Montrer que les deux projections du moment dynamique sont données

par : |
dKA] *é—thl} wsin®@ + C (p+y cosé))cosé‘]

D(4,5/R,). 2, = —

D(A:S/Rq)og d[ CE (ﬁb“‘fﬁcnsﬂ)]

s~
dr
4) Calculer I'énergie cinétique de S en mouvement dans R, .

5) Les actions extérieures exercées sur S sont :
- Le champ de la pesanteur g=-g¢7,

- La réaction du plan ( Oxn,O;—] sur S, définie par un glisseur dont le

support passe par I et de vecteur R=R, 2.
- L'action d'un dispositif non précisé | dé"FTr_l_e par un glisseur dont le support
passe par 4 et de vecteur F'=-K O4 (K une constante positive)

Déterminer deux équations du mouvement de S & l'aide du théoréme du
moment cinétique appliqué au point 4 .
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Probleme

Un ¢bne de révolution de révolution. (S), homogéne et plein de masse m , de
ﬂ—sara':lme&@:di.aﬁ@—ﬂé?zn—)—a-une-baSe-de rayon -a et de centre H tel.que 2 OH = a.
—Le-sommet-© de (S) est maintenu fixe dans le repére fixe orthonormé direct 2

Rk, Pos ) \zy vertical ascendani) au moyen d’un bati convenable. Une tige

réctiligne HA rigide et sans masse , est fudéé au céne (S) en H et dirigée

“suivant [’axe du cOne, de sorte.que O4.= aZ,. Soit B le point défini par
0B = ¢z, . Le point A est attiré par B suivant la force ? = kAP (kestune

._\,
- constante positive)..La réaction.du béti en O se limite 4 une force umque E et

s
le cdne est dans e champ de pesanteur uniforme et constap’c 2.
Soit R %, " . | Te repére-1ié au solide (S). On repére la position de S dans

R, par les angles d Bulery, 6, ¢ et 0G = 7, .( h est une fonction de a )
i P
PR e e — - . [ — — -
ORIOe 5 AW =T et FZad=w avec v = (%, 7). On donne la

“matrice d’inertie 7{0, S) dans la base (3 Y5, Vs» Zg ) oudans labase (@, W,z )




i

Les résultats seront exprimés dans Ia base (. W,

vl

G |
r/

=

Ly

1) Déterminer la position du centre de masse G du solide S en
fonction de a2 seulement.
R _ = s}/
_2) Déterminer les expressions des vecteurs vitesse ¥V 4e' 72 |
t. el P
] RN, ey .4 v d B s
et vecteur accélération 7| AE“‘;E;, ] dans son mouvement par
2% /R, |
rapport a R,

3)-Caleculerles-moments-d inertie principaux-du-solide C,, C, et C,.
Bndéduireque - € = ¢ ==,

-4) Déterminer au point A le moment cmethw du solide (8) dans 5011
TOUVEmenT Par Tappott 4 K, noté (4 (S)/R,).

5) Déterminer ’énergie cmahque du solide dans son mouvement par
ranport & R,, noté ("S YR,) '

6) Déterminer ’expression vectoriclle du moment en O des forces

extérieures s'exergant sur Iz céne, noté -+ M0, 3 F i )

A LT
-7) En appliquant le théoreme du moment cinétique au céne (S) en O et
éguation vectorielle suivant des axes

trouver-deux intégrales premiéres ou deux
d’Euler &t leurs derivés

en projetant cette
—convenablement choisis ,
ﬂahauons de "noummem ham les anoi

préemiérs.
_3}—}\ quelle condition sur le produitde y et ¢, peut-il s produire des
 mouvementsa &= ok
{ indication : il sera nécessaire de calculer j: ok Vo



