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EXERCICE 22 Pour A € Mn(R), on pose (A|B) = Tr('AB) et ||A| = Tr(*AA)
1. Montrer qu'il s'agut bien d'un produit scalaire sur M, (R).
2. Montrer que pour toul A, B € M,(R),[|AB|| < ||A||l|B]|-

3. Soit p la projection orthogonale sur lespace I des matrices scalaires. Donner
en ulilisant p, la distence d(J. [) o1t J cst la malrice de M (R). ayan! tous ses
cocfficients égauz d 1.

EXERCICE 23 On définat sur R|X| pour le produit scalaire -

1
(P19)= [ PR
-1
On note ' = {P € Ry[X]; P(0) = P(1) = P(-1)}.
1. Montrer que I est un sous espace vecloricl de R|X| et donner sa dimension.

2. Donner une base orthonormée B de F.

3. Caleuler d(P.F), on P =1+ X + X2,

R@Qﬁ?i Soit E = R* muni de sa structure euclidicnne canonique et
F=lu=(zyzt)aty+z+t=a-y+z-t=0)
\/j_ Déterminer une basc orthonormée de FL

g V 2. Ecrire dans la base canonique de £ = R4,

la matrice de la projection orthogonale
psur F.

\etrie arthogonale

V3. Ecrire dans la base aiogque de B = R, o malrice et
par rapport ¢ I’ YG(’ _}Y = 2P(.1~)

4. Calculer d(u, F), i = (1,0,-1,1),

~1



- ) . T e orthonormée
EXERCICE 25 Soil £ un espace vectorvel euclidien mund d 'une base orl

5 -2 1
B = (5 k). Soitp Fendomorphisme de E de matrice dans la base BM=g _12 : 52

Montrer que p est une projection orthogonale par rapport & un plan F, ot donner une
équation de F.

EXERCICE 26 Soit £ un, espace vecloriel euclidien de dimension n, pouru € E—{0},

on note py, la projection orthogonale par rapport 4 la droite Rar. Soit B = (ry,ey,...,0,)
une base orthonormée de E.

1. Calculer I = 377 (Ip,, (u)]|.

2. Calculer J = Zzzl I (ek )]

Stmplifier Y7_, p., .

R

o

EXERCICE 27 Soient F, G deuz sev d 'un ey euclidien £ tels que F* | G+, On note
PF et pg les projections orthogonales sur I et sur (7. Montrer que pp> +26 —prnc = idg
L PF O PG = pg o pr = prag.

EXERCICE 28 Soit £ un espace vectoriel euclidien el p, q deur projeciions orthog-

onales.  Montrer que P et g commutent si et sewlement i (Smp N Ymg)t N Smp et |
(Smp NSmg)t n Qg sont orthogonaus:.

EXERCICE 29 Soit £ un ev euchdien, el ¢,
VEEE, |T|I?=3" (7] a)t.

<&y des vecteurs unilaires tels que

1. Démontrer que (€1,..., &) est une base orthonormale de E
2. On remplace Chypothése : & wnilaire par : dim E = n,

3. Démontrer que (¢, ..., én) est unc base de B

4. Démontrer que : ¥ &, € E, (Z]9) = Y (F] €)@ é).

4..On note G la matrice de Gram de €)....,8&,. Démonirer que G = ' of r;onclfum.g
\

EXERCICE 30 Soient Ti, .o &y des vecleurs d'un ey euclidien B, el G leur malrice

de Gram. ‘ ‘

\ /

1. Montrer que rgG = rg(Z),..., Ty).

\

2. Mountrer que det 7 esi inchangé si on remplace Ty par ) — ):,# Ay

3. Sou F = vect(d)....,T) et £ € E. On note d(Z, ) = min(||7 - Vll.ger). \
_ Gram(d,...,4,, T)

1 trer e d(7, F)? #
Montrer que d(¥, F) Crom(zy.... )
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EXERCICE 31

orthagonale, P,
posilafs. T

1. Soit M € M, (R) inversible. Montrer gqu'il existe une malrce

¢t une matrice triangulaire supérieure o cocfficients diagonaur
: uniques telles que M = PT.

2. Application : tnégalité de Hadamard. Soit E un espace vectoriel euclidien. (€)....,€,)

=y
une hase orthonormée, et i, <1y, des veeteurs quelcongues.

Démontrer gue ldet(zy(1,)| € [1, Il Etudier les cas d 'égalité.

T+y-+tz=0
T P . = nt+2y—z=1
BP0 considere le systéme S - v
v
T4 2y=0

x4 2y 3z=1
(1. Le systéme admet-il des solulions?

J 2. Donner la meillewr solution au sens des moindres carrds
EXERCICE 33 E un préhilberiten de dimension finte n > 1, B = (e,...,en) unc
base orthonormée de E. On considére les vecteurs uw — Sohot ber v = Dok=1¢k et
F = vect(u,v)

1. Quelle est la dimension de F?

2. Donner une base orthonormée de F

Détermaner la matrice dans B de la symétrie orthogonale par rapport a I \

L2

- Donner un réel a positif tel qu'il existe une réflezion s qui lransforme u en av.

5. Donner la matrice de s.




