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\/EXE’RCICEﬁ On considére la fonction définie sur RY par:

o

A

q(;t:,y.z) =zx24 y2 + 522 ~ Qyz - 2z + Gay

. Montrer que g est une forme quadratique de R*.

Donner la forme polaire de q. . LCQM“L&MA/ & Vd’)

3. Donner la matrice de g dans la base canonigue B de R3.

Soit B' = (vy.vy,03) la famille de vectenrs de B* donnés par v, = (1,1,0).v, =

(110|1)1U3=(0,1.1)‘ \

(o) Vérifier que B' est une base de R®.

(b) Douncr la malrice de q dans la base B'.

— A% ?
EXERCICE2 On considére les applications de IR[X| dans IR définies pour towt P e

R|X]| par:

q1(P) = P(0).P(1).P(2); qz(P) = P(0).P(1),44(P) = | P(0).P(1)]

Déterminer parmi ces applications lesquelles sont des formes quadratiques et dans ce
7 cas, préciser leur formes polaires.

EXERCICE'S Sur [ = ®? ou R* muni de sa structure cuclidienne usuelle. réduire
en base orthonormée les formes quadratiques suvanles :

L Q((x,y) = 2% 4 102y + .

2. Q((z,y)) = 6z2 + dzy -+ 9y2.
%/ 9. Q(z,y,2)) = 4z 4 Oy* - 2% + 2By + 10v/222 + 2V/3yz.

'EXERCICE Y Soient [y, fy..... fu n Jonchions continues sur [0,0] & valeurs dans

R. Pour (4,7) € {1,...n}". on posc b;; = j"b L)L) dt puis pour (), ..x,) € R,
\ R AN s

Q((Tl --*lIn), = Zlgi,;gn l)f-J:c‘J;J-’

e S RNT




1. Monutrer que Q est une forme quadratigue positive.

. : st libre.
2. Montrer que Q est définie positive si et seulement si la famille (fi: -y fn) €

3. Ecrire la matrice de Q dans la base canonique de R™ dans le cas particulier : '
Vi€ {1,..,n}, vt e [a.b], fi(t)=t"".

VEXERCIGES lang el signature des formes quadratiques suwantes : ‘
\J 1 Q((x,y.2)) = 22% - 2% — G2% + Bzy - Az2 | Tyz. '
d 2. Q(z,y.2)) = 32 + 3y + 32% - 2wy - 222 — 2yz |

3 Qx,y,2,0)) = ay +yz + 2t + .

4 QU y, 2, t)) = 22 + (A+N)y? + (1 + 4N 22 + A% +duy + 202+ 4(1 = A)yz + 2Apt +

3 (1 - 4A)zt.
@ 5. 62((:511'“1:r-r')) = Zl‘{'i‘ljgﬂ I'Ij'

—_—— o —

J 5. Qs ) = Tt enidnizs
7. QUzy,...,Ta)) = 1~<.-'._1Sn TiTj- .
8. Q{1 &n)) = L gen Inflisf)aix;. ;
'EXERCICE 6 Soil q:R;3[X| — R définie par: ;

q(P) = P2(0) + P*(1) + P*(2) + P2(3).
L. Montrer que q est une forme quadratique sur Ry|X] el donner sa forme polaire . |
2. Donner la signature de q.

9. Denner une basc de IR3|X| dans laquelle ¢ s “écril sous sa forme de Syluvester
(penser aux polynémes d’interpolation).

e

4. Délermaner wne base de Uorthogonel pour g de 'ensemble

{
(XX - 1) X(X = 1)(X -2)}. 5
EXERCICE 7 Soit E = L{R?). Soit (\, ) € R%. On pose F
VS € LB2). QU) = ATHU?) + et f). ‘

|

1. Vérifier que Q est une forue quadratique sur E.

2. Délerminer en fonction de A et pt le rang el la signature de Q. Analyser en parti-
culier les cas (A, ) = (1.0) et (A, 1) = (0, 1).



A= (A1) & (X 429)2

E‘)%%E, 8 Powr chacun

J ! e day applications ci-dessous montrer gu'il s’agit o "uee
forme quodratique gy o
’

délerminer sa Jorme polare et son noyan: 9 70

L | 1
GQf /]fl(f)(lﬂ,qz:f»—‘;/ f'"’(f)(lt.q;.:fn»;/ glt).f%(t).dt
= 0 J =1

J EXERCICE 6 AJDRLT’CT que ['61}71‘23310!’! (])([') = 2P(])P’(i) l[lfﬁnll St IT{_'[/\,I une
forme quadratique; quelle est sa Jorme polaire ?
Donner la matrice de. ¢ dans la bose (1, X, X*%). Douner le noyaun de @

‘MRC‘ICE 10 %Soil E = R, |X]. Pour P < E. onpose Q(P) = 5[5 P(ljl’(=k)e~t.
1. Montrer que Q esi une Jorme quadralique sur £,

2. Déterminer sa signature. )

/

!

'\{ E@RCICEII” On considére sur E = My(IR), Uapplication @ défime par
| B(M) = det(M).

1. Montrer que ® est une forme quadralique et déterminer sa matrice dans la base
canonigue.

2. Déterminer le noyau. le rang ¢l la signalurc de ®.
3. F = {A € My(R) | Tr(A) = 0}. Montrer que F est un sev de E.

EXERCICE 12 Répondre auxz mémes questions que |'czercice précédent pour q(M) =
Tr(M?). Puis montrer que les ensemble des matrices symélriques ot anlisymélriques de
Ma(IR) sonl supplémenlaires orthogonaur pour q.

IBXERCICES Soientn € IN, n 2 2, et les matrices A, DEM, (R) définies par:

o1 o - 0
1 0o 2

D =diag(1.3,...2n = 1) et A= | g 2 0
: . . 0 n-1
0O -~ 0 n-1 0

On note B =D~ A ct qla forme quadratique sur M, 1 (IR) définie par :
o X)="XBX.
1. Montrer que pour tout X € R"

q(X) = n..'C‘;l. + Z k(xy — J:A'H)!‘

1<kgn—1



2. En déduire le vang ot lo stgnature de g.

J. Application: Svit (Un)nemw € R W yelle que Zui converge,on note:

S woeSs.= Y U

1gksn 1€ksn

Un =

(a) Ezprimer wy en fonction de U, et Ui_;.
(h) Montrer que Yn > 1.

Z U,?s2 Z ulUp el Ynx1,5,<2 Z u'fc\/Sn
1<lk<n 1€kgn 1<k<n

indication: uldiser le produit scalaive nsuel de IR™.

(c) En déduire que S U? conuerge.



