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CHAPITRE

Espaces préhilbertiens et euclidiens

1 Produit scalaire et norme associée

1.1 Produit scalaire

Définition 1.1
Soit E un espace vectoriel sur R. On appelle produit scalaire sur E toute forme bili-
néaire symétrique définie positive, c’est-a-dire toute application ¢ de E x E dans R
vérifiant :
o @ est bilinéaire. Pour tous réels a1, as, f1, B2 et pour tous vecteurs x, X1, X2, ¥, Y1, V2
de E,
{ plarx +azxz,y) = a1p(x,y) +ap(xz, y)
P, Pry1+ P2y2) = Prox, y1) + Pop(x, y2)

e @ estsymétrique. V(x,y) € E? ox,y)=@x);
e pestdéfinie. Vxe E ¢(x,x)=0—=x=0
e @ estpositive. Vx€ E ¢(x,x) =0.

Remarques.
1. Enrésumant les deux dérniers points en disant que ¢ est définie-positive.
2. Pour montrer qu'une application ¢ de E x E dans R est bilinéaire, on peut :
+ montrer d’abord qu’elle est linéaire par rapport a la premiere variable;;

« puis qu’elle est symétrique, ce qui établit la bilinéarité.

Notation :

e Si @ est un produit scalaire et si (x, y) € E?, alors le réel ¢(x, y) est appelé le produit scalaire
de deux éléments x et y de E et est noté généralement (x|y) ou (x|y) ou x.y.

 En géométrie, on privilégie souvent la notation u. v pour désigner le produit scalaire des
deux vecteurs u et U.

Exemple 1.1
Lapplication: R"xR" —R

xX,y) —xlyy=> xiyi
i=1

ol x = (x1,...,Xx,) et y = (y1,..., ¥n), st un produit scalaire sur R", il est appelé produit



scalaire canonique de R”. En effet :
e pour tous réels a1, a, et pour tous vecteurs x, x’, y de R",
n
/
(a1xiyi +azx;yi)
= 1

/
(a1x; +az2x;)y; =
i=1 i

n
(a1x+axx'|y)y =

n

n
=1 ) Xiyi+az ) xiyi = a(xly) + ax(x'|y),
i=1 i=1

donc I'application est linéaire par rapport a la premiere variable.

e pour tous vecteurs x, y de R",

n n
(xlyy =Y xiyi= Y yixi = (ylx),
i=1 i=1

donc I'application est symétrique.
e pour tout x € R”,
n

{(x|x) = x?zO et(x|x)=0—=x;=0, Vie{l,...,nt= x=0,

i=1

d’ou I'application est définie-positive.

Exemple 1.2
Soit [a, b] un segment de R, avec a < b. Posons E = 6 ([a, b],R) 'ensemble des fonctions
numériques continues sur [a, b].

Lapplication : E? —R
b

(f, 8 ~»<flg>=f fngmadte

a
est un produit scalaire sur E. En effet :

« la bilinéarité et la positivité de 'application découle de la linéarité et de la positivité
de I'intégrale.

¢ pour toutes fonctions f, g de E,
b b
<f|g>=f f(t)g(t)dt=f g f(nde=glf),

donc I'application est symétrique.

e pour toute fonction f de E,

b
fin=[ rwdi=o=r=o
a
car f2 est positive et continue, d’ol1 'application est définie.

Exemple 1.3
Lapplication: .4,(R)*> —R

n n
(A,B) —(AIBY=)_Y A;;B;;=Tr('AB)
i=1j=1



est un produit scalaire sur .4, (R), il est appelé produit scalaire canonique de .4, (R).

Exercice 1.1
Soit E=R;[X] et ¢ : E x E— R 'application définie par :
VIBQ eExE, ¢(PQ)=P0)Q(0)+PM)Q(1)+P2)Q(2).
Montrez que ¢ est un produit scalaire sur E.
Définition 1.2
On appelle espace préhilbertien réel tout R-espace vectoriel muni d'un produit sca-

laire. Lorsque I'espace vectoriel est de dimension finie, on parle d’espace vectoriel eu-
clidien.

1.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace préhilbertien réel dont le produit scalaire est noté (| ).
V(x,y) € E* (x|y)* < (xlx)(yly)

L'égalité est vérifiée si et seulement si x et y sont colinéaires.

Démonstration.
e Si y =0, I'inégalité est évidente (c’est une égalité).

¢ Si y#0, observons que VAeR (x+ Ay|x+ Ay) =0, c’est-a-dire :
(x]x) + 2A(x|y) + A%(y|y) = 0 avec (y|y) > 0

On reconnait un trindbme du second degré en A qui garde un signe constant : il a au
plus une racine réelle, son discriminant est donc négatif ou nul :

A" = (x]y)® = (xlx)(yly) <0,
ce qui donne I'inégalité annoncée.

Il reste a montrer que (xly)2 = (x|x)(yly) © x et y sont colinéaires :

= Supposons {x|y)? = (x|x)(y|y), soit y = 0 et il est colinéaire a x, soit y # 0 et A’ = 0, le
trinome précédent posséde alors une racine double A, qui vérifie donc
(x+Aoylx+Apyy=0d ot x+ Aoy =0; x etysontliés.

< Réciproquement, si x et y sont liés, il existe un réel A tel que y = Ax ou x = 1y. Les vec-
teurs x et y jouant un role symétrique, on peut supposer que y = Ax. Alors :

(xly)? = (xIAx)? = A3 (x|x)* = (x| x) (Y1 y).



Exemple 1.4
Soient (x;)1<i<n €t (¥i)1=i<n deux vecteurs de R". L'inégalité de Cauchy-Schwarz pour
le produit scalaire canonique sur R” s’écrit :

(5 "

n
Y xiyi
i=1

Exemple 1.5
Linégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire sur € ([a, b],R) défini par :

b
(f,g)»—»<f|g>=f fngmde

b 1/2 b 1/2
SU fz(t)dt) (f gz(t)dt) .
a a
Exemple 1.6

Soient A et B deux matrices de .4, (R). Linégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit
scalaire canonique de ./, (R) s’écrit :

s’'écrit :

b
f Fngndt
a

|Tr(*AB)| < (Tr('AA)"* (Tr('BB))"”.

1.3 Norme euclidienne

Définition 1.3
Dans un espace vectoriel réel E, on appelle norme toute application N de E dans R
telle que :

1. VxeE N(x)=0;

2. Vx€eE Nx)=0x=0;

3. VkeR Vxe E N(kx)=|k|N(x);

4. Y(x,y) € E*> N(x+y) < N(x)+N(y).

Soit E un espace préhilbertien réel dont le produit scalaire est noté (| ).
L'application de E dans R* définie par: | x| =+/{x[x) est une norme, appelée norme
euclidienne associée au produit scalaire.

Démonstration. Les points 1. et 2. figurent dans la définition du produit scalaire.
3. Ikxll = /(kexlkx) = /K2 (x|x) = | klv/(xTx)
4. lx+ ylI? = (x+ ylx+ y) = (xlx) +2¢x]y) + ply) = 1xlI? +2¢xly) + [ ylI%.

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartzon a (x|y) < |l x|/lly|l, donc

Ix+ ylII> < IxI®+ 20yl + 1y12 = xll + 1 yID?

dou [lx+yll=lxl+Iyll
(L'égalité est vérifiée si et seulement si x et y sont colinéaires et de méme sens.)



Une norme permet de définir une distance :

Définition 1.4

Soit E un espace préhilbertien réel dont le produit scalaire est noté (| ).

On appelle distance euclidienne associée au produit scalaire { | ) 'application de E?
dans R* définie par: d(x,y)=lx-yl .

En utilisant la bilinéarité du produit scalaire, on obtient facilement :

Y(x,y) € E?
Ix+ylI? = llxl?+2¢xlyy +1yI2 5 lx=ylI* = l1x1* = 2¢xly) + lyll?

1
(x+ylx—yy=lxl?=lyl® ; (xly)= Z (lx+ yI* = llx = yII?)

Remarque.
1. En additionnant les deux premieres formules, on obtient I'égalité suivante, appelée égalité du
parallélogramme :

V(x,y) e B> llx+yl*+lx—ylI*=2(IxI*+Iyl?).

Cette égalité traduit le fait que, dans un parallélogramme, la somme des carrés des longueurs
des deux diagonales est égale a la somme des carrés des longueurs des quatre cotés.

2. La derniere égalité, appelée identité de polarisation, offre 'avantage d’exprimer un produit
scalaire uniquement en termes de normes. Elle est utilisée pour démontrer des propriétés
concernant le produit scalaire a partir de propriétés concernant les normes.

Exercice 1.2
Soit E un espace vectoriel euclidien et f, g, deux endomorphismes de E tels que :
VxeE, Ifx)l=I1gxl

Démontrer que :
V(x,y) € E*, (f(x)If(1)=(gx)|gy).



2 Orthogonalité

Soit E un espace préhilbertien réel muni de sa norme euclidienne |.|| associée.

2.1 Familles orthogonales et orthonormées

Définition 2.1
On appelle vecteur normé, ou unitaire, tout vecteur de norme 1.

Définition 2.2
On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux si (x|y) = 0. On note alors x L y.

Remarques.

Par symétrie du produit scalaire, si (x|y) = 0, alors (y|x) = 0. Ainsi, la relation d’orthogonalité est
symétrique.

Le vecteur nul est orthogonal a tous les autres vecteurs.

Si un vecteur x est orthogonal a lui méme, alors il est nul car :

Ixl1? = (x]x) = 0.

En particulier, le seul vecteur orthogonal a tous les autres vecteurs est le vecteur nul.

Exemple 2.1
Dans R" muni du produit scalaire canonique, les vecteurs de la base canonique sont

normés et orthogonaux deux a deux.

Exercice 2.1
Montrer que dans I’espace vectoriel des fonctions continues et 2z-périodiques sur R,

muni du produit scalaire :

21

1
(f,8) — — fx)gx)dx,
7 Jo

les éléments sin et cos sont unitaires et orthogonaux.

Définition 2.3
On appelle orthogonal d’une partie A de E, 'ensemble noté A+ défini par :

Al ={xeE|Vac A (alx) =0}

Lorthogonal d'une partie de E est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Soit A une partie de E. A* est non vide, car 0 € A*. At est stable par combi-
naison lineaire, en effet :

V(x, ) € (AN V(a, ) eR? Yae A (alax+ By) = alalx) + Plaly) =0

d’ott ax + By € At. At est donc un sous-espace vectoriel de E. O



Exemples 2.1
1. Lorthogonal de {0z} est E.
2. L'orthogonal de E est {Og}. En effet :

¢ Op est orthogonal a tout élément de E,

e sixe€ E*, alors en particulier x est orthogonal & lui méme, ce qui prouve que x

est nul.

Remarque. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Les espaces vectoriels F et F* sont en somme

directe car le seul vecteur orthogonal a lui-méme est le vecteur nul.

Si A et B sont deux parties de E, alorson a:

ACBﬂBJ—CAJ'.

Démonstration. Supposons que Ac B. Soit x€ B* etae A. Comme Ac B,onaa€ B, donc

(alx) = 0. Ainsi, x € AL.

Etant donné une partie A de E, alors A+ = (VectA)*.

Démonstration. On procéde par double inclusion :

e Comme Ac VectA, on adéjalinclusion (VectA)t c AL,

e Soit x € A+. Pour tout y € (VectA), il existe des éléments ay, ..., a, de Aetdesréels A4, ...

p
tels que y = )_ A;a; donc, par bilinéarité du produit scalaire :
i=1

p
(xlyy=)_ Ailxla;) =0,

i=1

ce qui prouve que x € (VectA) . Ainsi, At c (VectA)* .

Soit A, B deux parties de E, F et G deux sous espaces vectorielsde E. On a:

1. Ac AL
2. AL+BLlc(AnB)*
3. F+G)t=FinGt

Démonstration.

1. Si x e Aalors pour tout y € A+, (x|y) = 0 donc x € A*+, d’ot1 'inclusion.

O

2. Ona: AnBc Adonc A* c (AnB)*, et de méme B+ c (AnB)*, et puisque (AN B)* est

un sous espace vectoriel, A+t +Blc(AnB)*t.



3. D'une part, F c F+ G et G c F + G entrainent (F + G)* c Ft et (F+G)* c G+ d’ol
(F+G)* ¢ FX nG*. D’autre part, si x € F- n G* alors pour tout z € F + G, il existe
(u,v) e FxGtelque z = u+vetdonc (x|z) = (x|u) + (x|v) =0d’ ot x € (F+ G)* et donc
I'inclusion réciproque est établie.

O

Exercice 2.2
Montrer que (AU B)* = A+ n B,

Définition 2.4
¢ On appelle famille orthogonale de E toute famille de vecteurs de E deux a deux
orthogonaux.

¢ On appelle famille orthonormée (ou orthonormale) de E toute famille de vecteurs
de E normés et deux a deux orthogonaux.

Exemple 2.2
Dans R” muni de son produit scalaire canonique, la base canonique est une famille
orthonormée.

Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre. En particulier, toute
famille orthonormée de E est libre.

Démonstration. Soit (ey,...,ep) une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E et une
p
famille de réels (A4,...,A,) telle que Z Aie;=0.Pourtout ke[1; pl,ona:
i=1
p p )
() Aieiler) = ) Aileiler) = Axllerll” =0
i=1 i=1

Le vecteur ey étant non nul, on en déduit que A = 0. Donc la famille (ey, ..., ep) est libre.
Comme une famille orthonormée est orthogonale et composée de vecteurs non nuls, elle est
libre. =

Remarque. Une famille de vecteurs (orthogonaux) n’est pas libre si elle contient le vecteur nul.
Lhypotheése de non nullité est donc fondamentale.

(Théoréme de Pythagore)
Deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux si, et seulement si, 'on a:

2 2 2
2+ y1% = llxI®+ I yl°.

Démonstration. Conséquences de [ x + ylI? = | x]|1> +2(x|y) + | y||* et de la définition de I'or-
thogonalité. O



Remarque. On retrouve le résultat bien connu suivant : trois points A, B et C forment un triangle
rectangle en A si, et seulement si :

IBCII? = | AB|I* + | AC|I°.

Si (x1, X2,...,X,) est une famille orthogonale de vecteurs de E, on a:

2 )
=2 Xl
i=1

n
D Xi
i=1

Démonstration. Par bilinéarité du produit scalaire, on a:

n n n n
<in|2xi>: Yo (xilxgy =) (xilxi),
i=1 =1 1<i,j<n i=1
puisque (x;|x;) =0sii# j. O

(Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt)
Soit (ej,...,e;,) une famille libre de E. Alors il existe une famille orthonormée
(f1, f2,-.., fn) de E telle que :

Vpell; n] Vect(ey,ey,...,ep) = Vect(fi, f2,..., [p)-

Démonstration. Procédons par récurrence sur p en cherchant un vecteur orthogonal aux

4
vecteurs fi, f2,..., fp delaforme gp41 = ep41 — Z Aifi.
i=1
Construisons la famille (f1, f>, ..., f») par récurrence.

e Le vecteur fj doit étre un vecteur normé colinéaire a e; . Il suffit de prendre f; = ”2—1", ce
qui est possible car, la famille (ey,..., e,) étant libre, le vecteur e; est non nul.

 Supposons que pour un certain p € [1; n— 1], on ait construit une famille orthonormée
(fi, for..., fp) telle que :

Vkel[l; p]l Vect(ey,ey,...,ex) =Vect(fi, fo,..., fx)-

Comme Vect(ey,ez,...,ep) = Vect(fi, fo,..., fp) , tout vecteur de Vect(ey,ey,...,ep+1)
peut s’écrire comme combinaison linéaire de fi, f2,..., fy et ep11 . Cherchons donc
gp+1 orthogonal aux vecteurs fi, f>,..., f, sous la forme :

p
8p+1=€p+1— Z Aifi.
i=1

Le vecteur g1 répond au probléme si, et seulement si :

VjE [[1; p]] 0= (fjlgp+1> = <fj|ep+1>_/1j-



En posant :
P
8p+1=€p+1— Z(filep+1>fi'
i=1

on obtient donc un vecteur g1 orthogonal aux vecteurs fi, f,..., fp et appartenant a
Vect(ey,ey,...,ep+1) .
Le vecteur gp+1 est non nul puisque, la famille (ey, ey, ..., e,) étant libre, ona:

ep1 € Vect(ey, er,...,ep) = Vect(fi, f2,..., fp)

8p+1
lgp+1ll”
La famille (f3, f2,..., fp+1) est alors une famille orthonormée (donc libre) de p + 1 vec-

teurs de Vect(ey, ez,...,ep+1) . Elle en est donc une base et'on a :

Vect(fi, f2,..., fp+1) = Vect(ey, ez,...,eps1).

etl’on peut donc le normer en posant f,; =

Remarques.
e A partir d'une famille libre (e, ez,...,e,) de E, 'algorithme de Gram-Schmidt donne une famille
orthonormée (f1, f2,..., fx) telle que, pour tout pe [1; n] :

(eplfp) >0 et Vect(ey,ez,...,ep) = Vect(fi, f2,..., [p)-

p-1
En effet, si pour tout p € [1; n], on note g, = ey, — Z (eplfi frona f, = é—”u et donc
k=1 b

0<(fplgp) ={fplep) carlevecteur f), est orthogonal aux vecteurs fi,..., fp-1.

¢ Si les premiers vecteurs de la famille (e, ey, ..., e;) forment une famille orthonormale, alors il est
immédiat de voir que ce procédé les conserve.

¢ On peut généraliser le résultat au cas d'une famille infinie indexée par N. Soit & = (e;) zen Une
famille libre de E, c’est-a-dire telle que (e, ..., e,) soit libre pour tout n € N. Il existe une famille
orthonormée (f,) ,en de E telle que :

VpeN Vect(eg,ey,...,ep) = Vect(fo, f1,..., [p)-

2.2 Bases orthonormées
Soit E un espace euclidien de dimension 7.

Définition 2.5
On appelle base orthonormée (ou base orthonormale) de E toute base de E qui est
une famille orthonormée.

En particulier, si F un sous-espace vectoriel de E, on appelle base orthonormée de F
toute base de F qui est aussi une famille orthonormée.

Soit (ey, ..., e,) une base de E. Il existe alors une base orthonormée (fi, f>,..., f,) de E
telle que :
Vpell; n]l Vect(ey,ey,...,ep) = Vect(fi, fo,..., [p).



Démonstration. Lafamille obtenue par’algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
est orthonormée donc libre et possede n éléments dans un espace vectoriel E de dimension
n. C’est donc une base de E. O

Tout espace euclidien possede une base orthonormée.

Démonstration. Conséquence du fait que tout espace vectoriel de dimension finie admet
une base et de la proposition précédente. 0O

Exemple 2.3
Soient E un espace euclidien de dimension 2 et 98, = (u;, u2) une base de E. Orthonor-
malisons la base %, :

Y.

e Posons e = ik

el

o e, =uy—(ellup)ey = ey = .
A

Donc (e;, e2) est une base orthonormale de E.

Exemple 2.4
Soient E un espace euclidien de dimension 3 et %3 = (u1, uy, u3) une base de E. Ortho-
normalisons la base % :

e Posons e = ”Z—in,

e/
o e, =upy—(ellup)e; = ex= .
Al

/

o e; =uz—(eiluz)e; —(ezlus)er =>es=@.

Donc (ej, e, e3) est une base orthonormale de E.

Exemple 2.5
R3 est muni de son produit scalaire canonique. Orthonormalisons la base :

u;=(1,1,0); up=(1,0,1); u3=(0,1,1)

lwall = /2 V2 V2’
.e’:u—(elu)e:u—Le=(l—ll):||e’||:@
2 2 1142/€1 2 \/5 1 20" 2 2 2 *
_ €% 1 1 2
Posons e =5 = (5~ 75 76
/ 1 1 2 / 2
= — — = e ] = =(— > = —.
* eg=us—(eiluz)er —(ezluz)er = us— 51— we2 = 5(-1,1L,1) lezll = =5

/
e 11 1
Posons e3= 3 =(——,—=,—==).
37 el VTRV LV

Donc (ej, e, e3) est une base orthonormale de R3.



Soit & = (e, ..., e;) une base orthonormée de E.
n
1. Si x estun vecteur de E, alorsona x = Z (x|e;Ye;.
i=1
n n
2. Six= Z xjejety= Z yie; sont deux vecteurs de E, alorson a:
i=1 i=1

n n
xlyy=Y xiyi='XY et |xI*=) x%= XX,
i=1 i=1

ol X et Y sont les matrices colonnes constituées des composantes dans la base
9B des vecteurs x et y.

Démonstration.
n

1. Soit x = Z x;e;. Comme la base 28 est orthonormée, la linéarité a gauche du produit
i=1
scalaire donne :

Vie[l; n] (xle;y=() xrexle)) =) xi(exle;) = x;.
k=1 k=1

n
Donc x = Z (x|e;)e;.
i=1
n n
2. Soitx = Z xXjejety= Z yie; sont deux vecteurs de E. Comme la base 28 est orthonor-
i=1 i=1
mée, la bilinéarité du produit scalaire donne :

n n n
<x|J/>:<inei|Z,Vjej>: Z xiyj<ei|ej):inyi: 'xy
i=1 j=1 1<i,j<n i=1

n
et [xI?2=) x7="'XX.
i=1

O
Remarque. Soit % = (ey, ..., e,) une base orthogonale de E. La famille (”z—i”, e ”iﬁ) étant une base
orthonormeée, on obtient les résultats suivants :
. " (xle;)
1. Sixestunvecteur de E, alorsona x = Z T e;.
i=1 l€;

n n
2. Six=)_ xjejety=)_ y;e; sontdeuxvecteurs de E, alorsona:
izl i=1

n n
2 2 2 2
(xlyy =) xiyilleil® et lxI°=)_ x;lell”.
i=1 i=1

2.3 Forme linéaire sur un espace vectoriel euclidien

La structure d’espace vectoriel euclidien permet de représenter une forme linéaire par
un vecteur unique.



(Représentation de Riesz)
Soit E un espace vectoriel euclidien. Pour toute forme linéaire f € £ (E,R), il existe un

vecteur a € E unique tel que :

Vx€eE f(x)=/{alx).

Démonstration. A tout a de E on peut associer la forme linéaire

0,: E —R
x —{alx)

Lapplication 6: E — Z(E,R) estlinéaire. Son noyau est:
a —_— 661

Ker@={a€E, Vx€E {(a|x)=0}=E={0}

0 est donc injective et comme dimE = dim £ (E,R), elle est bijective.
0 est un isomorphisme de E dans Z(E,R).
Toute forme linéaire f a donc un antécédent unique par cet isomorphisme, c’est-a-dire un

vecteur a tel que pour tout x€ E f(x) = (alx).

Exemple 2.6
C’est ce théoreme qui permet de représenter un hyperplan H , noyau d'une forme li-

néaire non nulle, par un vecteur normal 7 : pour tout x € E,

x€ H< (x|n) =0.

Remarque. Le résultat de ce théoréme n’est plus nécessairement vrai en dimension infinie.

Exemple 2.7

Soit E = R[X], muni du produit scalaire défini par (P|Q) = fol P(x)Q(x)dx.

Soit F = {P € R[X]/P(0) = 0}. F n"admet aucun vecteur orthogonal non nul car pour
tout Q € F+ on a XQ € F et donc (Q|XQ) = 0 donc fol xQ(x)?dx = 0 par continuité et
positivité de xQ(x)? on obtient; pour tout x €]0, 1], Q(x) = 0 et donc Q = 0.

3 Projection orthogonale sur un sous espace de dimension
finie

Soit E un espace vectoriel préhilbertien muni de sa norme euclidienne | ||.



3.1 Supplémentaire orthogonal

Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, alors F et F1 sont supplé-

mentaires :
FeFt=E

Le sous-espace vectoriel F* est appelé le supplémentaire orthogonal de F.

Démonstration. Soit (ey, ..., ep) une base orthonormale de F . Pour tout vecteur x de E, le
P
vecteur x — Z (x|e;ye; est orthogonal a chaque vecteur e; ; il appartient donc a2 F*. On en
i=1
déduit que E = F + F*.
De plus, pour tout x € FNF+, (x|x) =0, d o1 x = 0. on adonc FNF+ = {0}, et par conséquent
F e F+ = E. Les sous-espaces F et F* sont supplémentaires. O

Remarque.
» Soit E de dimension finie. Un sous-espace vectoriel F de E n'admet, en général, pas un unique
supplémentaire. En revanche, il admet un unique supplémentaire orthogonal.

« Soit E de dimension infinie. Un sous-espace vectoriel F de E nadmet pas forcément de supplé-
mentaire orthogonal.

Exemple 3.1

Dans 'exemple (2.7), E = R[X] est un espace vectoriel de dimension infinie, muni du
produit scalaire défini par (P|Q) = fol P(x)Q(x) dx. Pour le sous espace vectoriel
F={P e E/P(0) =0}, on a montré que FL ={0}. Comme E # F, onnn’a pas F& FL=E.

Si F est un sous-espace vectoriel de E et si E est de dimension finie, alors :
1. dimF +dim Ft =dimE,
2. (Fht=F.

Démonstration.
1. Comme E est de dimension finie, F I'est également et donc F et F* sont supplémen-
taires, ce qui implique I’égalité souhaitée.
2. Par définition, tout élément de F est orthogonal a tout élément de F* ce qui prouve
que F c (FH)*. Comme:

dim(FH' = dimE - dim F* = dimF,
on en déduit que F = (FHL.
Exemple 3.2

En dimension finie, le supplémentaire orthogonal d'un hyperplan est donc une droite,
et le supplémentaire orthogonal d'une droite, un hyperplan.



3.2 Projection orthogonale

Définition 3.1

Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. On appelle projection ortho-
gonale sur F, la projection sur F parallélement & son supplémentaire orthogonal F*.
L'image d'un vecteur x par cette projection est appelée le projeté orthogonal de x sur
F.

Notation F désigne un sous espace vectoriel de dimension finie de E et pr est la pro-
jection orthogonale sur F. A tout vecteur x de E qui se décompose en : X = X] + X avec
x1€E x € FL, ona pr(x) = xi.

4 T — pr(z)

D)

Remarque. Pour tout x € E, pr(x) est'unique élément de F vérifiant x — pp(x) € Ft.

(Inégalité de Bessel)
Soit F est un sous-espace vectoriel de E de dimension finie et pr la projection ortho-
gonale sur F. On a alors :
VxeE, Ipr(X)l = lxl.

Avec égalité si et seulement si x € F.

Démonstration. Soit x € E. On a x = pr(x)+x— pr(x) donc, d’apres le théoreme de Py-
—— —
eF eFt
thagore, ona [|x[|2 = |[pr(X)|I? + |x — pr(x)|? = [|pr(x)[|?. Les quantités considérées étant
positives, on en déduit I'inégalité souhaitée.
O

Exercice 3.1
Démontrer qu'une projection sur F vérifiant I'inégalité de Bessel est une projection
orthogonale.

Soit 2 = (ey, e2,...,€p) une base orthonormée d'un sous-espace vectoriel F de E. Le
projeté orthogonal sur F d'un vecteur x de E est :

p
pr(x) =) (xle;)e;.
i=1



Démonstration. Décomposons pr(x) dans la base 28 :
p
pr(x) =) Aie;.
i=1
Comme x — pr(x) € FL on en déduit que pour touti € [1,p]l,ona:

p
(eilx)y = (eilx— pp(x)) +(eilpr(x)) = eilpr(x)) = (e;l Y Axer) = i,
k=1

ce qui donne le résultat. 0O

Exemple 3.3
Si a est un vecteur normé, la proposition précédente nous donne I'expression de la
projection orthogonale pg, sur la droite vectorielle Ra :

x — (x|a)a.

Sile vecteur a n’est pas normé, on le norme pour obtenir :

Ra lal2 "

Exemple 3.4

Si H est un hyperplan d'un espace vectoriel E de dimension finie, alors il existe un vec-
teur non nul a tel que H = (Ra)'.Onadonc Idg = PH+ Pra- Pour obtenir la projection
orthogonale sur H d’'un vecteur, il suffit donc de lui retirer sa projection orthogonale
sur H*, c’est-a-dire :

(x|a)

lall®

De facon général, si F et F* sont supplémentaires, alors Idg = pp + pp.. Ainsi, si on
connait pr , alors on connait pp..

VX€eE, pgx)=x— a.

Soit F un sous espace vectoriel de dimension finie engendrée par une famille
(e1,€2,...,ep). Etant donnés deux vecteurs x et y de E,ona:

y:pF(x)@{ y.EF
Vie[l,pl (x—yle;)=0.

Démonstration.
= Siy=pr(x),alorsye Fetx—ye FL. Ainsi, pour touti € [1, p], ona{(x—yle;) =0.

<= Réciproquement, supposons y € F et Vi€ [1,p] (x—yle;) =0.

On aalors x— y € Vect(ey, ep,...,ep)t = F+,doux= y +x—y. CommeE=FeoF*,
<
EF eFt

on en déduit que y = pr(x).



Remarque. Pour trouver le projeté orthogonal d'un vecteur x sur un sous-espace vectoriel
F = Vect(ey,ez,...,ep) de dimension finie, sans avoir a déterminer une base orthonormée de F, il

suffit de résoudre le systéme obtenu en traduisant les égalités (x — y|e;) = 0 sur les coordonnées de y.

Exemple 3.5
Déterminons la projection orthogonale du polynome X3 sur R,[X] pour le produit sca-
laire :

1
@:(FQ)— fo P(x)Q(x)dx.

Soit P le projeté orthogonal du polynéme X3 sur R,[X], on a P(X) = aX?+ bX +c. Le
polynome P doit vérifier :

(X3—P[1) =(X>-P|X) =(X> - P|X?*) =0,
ce qui se traduit par le systeme suivant :

4a+ 6b+12c= 3
15a+20b+30c= 12
12a+15b+20c= 10.

Lopération élémentaire L, — L; + L3 — L, donne le systeme équivalent suivant :

4a+ 6b+12c= 3
a+ b+ 2c= 1
12a+15b+20c= 10.

ce qui conduit au systeme suivant :

a+ b+2c= 1
2b+4c= -1
3b—4c= -2.

o 2_
On obtient ainsi P(X) = 30X 12X+

3.3 Distance a un sous-espace vectoriel

Définition 3.2
Soit B est une partie non vide de E et a un point de E. On appelle distance de a a B la
quantité :
d(a,B) = inf |la— x||.
X€EB

L'existence de cette quantite d(a, B) vient du fait que {d(a, b); b € B} est une partie non
vide de R minorée par 0.



Soit F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, pr la projection orthogo-
nale sur F et x un vecteur de E. La distance du vecteur x a F est atteinte en un unique
point de F , a savoir pr(x). Autrement dit :

L dx,F)=llx—pr()l;
2. VYyeE d(x,F)=|x-yl < y=prx).

Démonstration.

1. Soitxe Eetye F.Ona:

X=y=x—-prx)+pr(x)—y avec (x—prX)|pr(x)—y)=0,

et donc, d’apres le théoreme de Pythagore, on a:

Ix—yl> = lx = prx)I? + I pp(x) = yI> = | x - pp(x)|?

Par conséquent, d(x, F) = inlg lx—yll =lx—- prx)| et puisque, pr(x) étant dans F , on
y€
aaussid(x,F) <|x—prx)|,doncd(x,F) =|lx—prx)|.

2. dx, )= llx-yl = lx-ylI* = llx - prOII* = |y - prx)|I> =0 = y = pr(x),
donc pr(x) est'unique élément de F ol la distance est atteinte.

Remarques. Soit F un sous espace vectoriel de dimension finie de E. Pour tout x € E,
L llx—pr@)l? = 1xI = prx)|?,
2. d(x,FH) = prl,

3. Si H est un hyperplan de E de vecteur normal u € E — {0}, alors pour tout

xe€E, p (x)—x—wu
P P lul2 ™
et donc la distance de x a H est
[(x]u)]
dx,H) =|lx-prx)|= T

Exercice 3.2
27

Calculer inf (x —acosx — bsinx)? dx.
(a,b)eR2 Jo



3.4 Familles totales

Définition 3.3
Une suite (e;) ey d’éléments de E est dite totale si vect{e,;, n € N} est dense dans E.

Soit (e;)nen une suite totale orthonormée. On note F;,, = vect{er/0 < k < n} et p,

la projection orthogonale sur F,,. Alors pour tout x € E, x = lirP pn(x), en d’autres
n—+oo

termes :

+00
X = Z (erlx)er.
k=0

Démonstration. La densité de vect{e,,n € N} dans E, entraine pour tout € > 0, I'existence
d'un entier N e N et, y € Fy tel que |[x— y| < €. On a pour tout n € N, si n = N alors y € F,
donc pour tout n = N, | x — pp(x)| = d(x,F,) < l|x -yl < ¢, par suite ||x — p,(x)|| tend vers 0
quand n tend vers l'infini. O

(Identité de Parseval)
Soit (ey)zen Une suite orthonormée totale de E ( dite aussi base hilbertienne). Pour
tout x € E, || x[|* = ¥ pen (xl€n)?.

Démonstration. Ona: || x—p,(x) 12 = 1x)I2=|l Pn(x) % car X—pn(x) et p,(x) sont orthogonaux,
etonallp,(x)|*=X}_,(xlex)* d'ou

lxl? = lm | p (0)11° = Y (xlen)”.

neN






