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EXERCICE 1 : Questions de cours (7 points)
Soit F un espace préhilbertien réel, et soul F' un sous-espace de F.
1. Si dim () = 400, quelle est la condition sur F pour que : I/ = oL

2. kn utilisant l'inégalilé de € ‘auchy-Schwarz. monlier que :
Va,y € 12 ||+ yl| < liell -+ [lul

3. On suppose que dim(F) est finic, soil p la projeciion o1 thogonale sur I". Soit
T un vecteur de F. |

a) Etablir une relation enire d(x,I), d(x. ) el {|x]]-

b) Soit s la symétrie ﬂfrth-ngmmi'e par rapport a I, donner 'expression de

s(x) en fonciion de p(z).

4. Soit g une forme linéaire définie sur I5. montrer qu il existe un vecteur w de
Etel que :¥Yx € E  g(a) =<z, w > et donnerar en fonction de g.
5. Seit u un endomorphisme auto-adjoint, et soit N\ une valeur propre de u el
Ey le sous espuce propre de u associé o A.

a) Soit G un sous-espace stable par u. Montrer que G+ est stable par n.

h) En déduire que (E))" est stable par w.

¢) Montrer que pour tout A, b € Splu) : AN # p=> Ex L I,

EXERCICE 2 : (5 points)
Soit B = (e1,es,e3) la base canonique de B3 et soit F le sous espace vectoricl
de B3 défini par Uéguation swwante : 0+ 1 — 22 =10

1 Déterminer une base orthonormée de I

9. Soit p la projection orthogonale sur I, ef soil M la matrice de p dans la hase
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B, monirer que :

\222)

9. Soit s la symétrie orthogonale par rapport a F. et soit N sa matvice dans la
hase B, délerminer V.
4. Caleuler d(u, IF) la distance de w & F. avec u = 2¢y + 2¢5 4 3e3.
g \"‘
EXERCICE 3 : (4 points)
Soit E un espace euclidien et soil [ un endomorphisme de E. Soit [* Uadjounl
de [. +
1. Montrer gue : (f*)™! = (f~1) et Ker(f") = (Im ek
9. On suppose que [ o f = [fo f*, montrer alors que { et [* possédent le méme

noyau, les mémes valeurs propres et les mémes sous espaces propres.

PROBLEME : (7 points)

Dans Uespace R3[X] on définit Uapplication suivanie

5
< P >= / P(1)Q(1)dt
’ I S

1. Prowver qu'il s’agit d'un produit scolaire.
2. Orthogonaliser (1, X. X2, X3) par le procédé de Cram-Shinidt.

d”‘l
3. On pose P, = X?
RiRRae dxm [( X

2

o 1)7”] A [1?1#'('?3{'.“ I'ﬂ ()rf’f}ff: dF f]?” F-f' ?'f;??.fi:f?r G’”F -{FH

est orthogonal 4 XP pour toul p < m. (imlégration par partie).

4. Prowver que (Py. Py, Py, P3) est une base orthogonale de Ra[.X].

5. Soil o une applicalion définie de R4[X] vers Ry[X] par: ¢(P)X) = P(-X)
Vérifier que ¢ est auto-adjoint, et donner une base orthonormée de R3|X| for-
mdée de vecteurs propres de ¢.

6. On définit d€ R4 [X] vers Ra[X] par : @(P) = % {(1 - XE)&%;(I-’)}

Prowver que ¥ est auto-adjoint. et donner une base orthonormée de R3| X for-

mée de veclenrs propres de .
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EXERCICE 1 (4 pointa)
1. Seut [ un endamorphisme de E, el M su matries dans la base canongue.

-

i 1 =¥
a) Montrer ique o matree M = —< st or thogomnle ob donner
i T I
lo nature de [ et sex éldments raractdristigues,

I w
b) Déterminer ¢ poar que M = sont artheyonale, of donner, selon
e b
b, lo nelure de [, :
2 Spit A une matrice antisymetrigue réelle.
n) Montrer que ({ + A) est nweermible

b) Prouver que (I — AJT + A7V st orthogunale.

EXERCICE 2 (10 points)
Soit E un espace vectonel réel
A) On suppose dim(E) = n. Soil g une Jorme quadratiguie.

I) Comparer ker{g) et C, le cone tsatrape de g, [pustifier)

3) 5i q est définte, que dire de kerig) 7
9) Om consdére lu réduction surmunte de g -

T P
alr)y =3 At + ) Awni

k| k=ra|

avee Ay >0, B < 0 et x = (21,0170 Donner la signature de q, et dire

quand g est posilive 7 négatwe F défime ?
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1) On suppose que dind E) =3, sont g Vapplicatson g o cheagile
u= (2. 2) € R? awmncie q{u) = -207 + 227 - 2/Tyz
1} Justifier que q est une forme guadmbgur.
£) Soit M lu mntrice de g dans la base cananiqure, donner M.
&) Décomposer ¢ sous la forme d'une somme de carrés (décomposition de
Ganss).
4) Determiner la signature of e rany de q.
5) Chercher le edne tutrope de g
&) Justifier yue M st daugorialivabie duny une base orthonornée.
7] Donner le specter ol lea vecteara prupres de M.

) On eongdéee da guudrigur

Sy c) = (e =) € RY =227 4 257 4 200y 4+ 52 4 Ay~ 24 W0 = 1)

1) Chercher les divections wsymplotigues de .h"-!} I'I‘ e L"l
2) Détermner I¢ centre
4] Danner Uédgualion rédule.

{) Precuer la nature de & ef Ia lracer

EXERCICE 3 (2 points)
Soit £ Uespace vectoriel complexe des fonctions continues 27-proodiques

Bry = (™) _mcnem et une famille de E, on définit application ¢ par -
vigek  ulfal= [ foa

I. Pronver gue i est un produil scalatre hermitlien.

2 Mouontrer que B,, rst une famille orthogonale. Normaliser B,,,

. Sout [ le vectenr de E define par ;

-t st tg]=-m]

)=
t si €07

a) Déterminer | la projection de [ sur veet(Bm).
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b) Maontrer que [|f|f‘ < /"’ 1.
¢) Quard u-1-un I‘u’yﬂjih:::'

4. Soul {a,
P

d .
z 1fln| fttirerge. (n difimi Papplecation i 4 de B vers C par -
LLE

acz MNe suile @ valeurs campieres belle gue In suite de terme gendral

AHT

=0

Yae £ puls) = Zuuﬁ'n{ﬂ

o
ivee Cy(s) o n-fme coordonnée de ln progection de 5 sur Bu,.

a) Justfier gue ¢4 est bion défine

b} Prouver que iy est hindaire continue.

v) Réciproquement  miontoer yue pour toute forme v de E vers © linéure

continue, il erste une unigue suite (o), telle que

(= il .
A s ’ ] 1
Yse E ra) = E .08 aver ﬁ.‘“—ry.l E \]u..l £ 400
- LR

fDans eette partre, on dlablit gue espare L{Z) Vespeare afes svates defimies e
Z vers C de carvé sommehle - val somorphe & E* e dual de E, et de plus on

donne une corsclérisation des vecleurs de E* )

N.B : La conlinuilé dans les questions (b) el (c] est au sens de fa norme 2,
e'est @ dire la norme mduite par le produit scolare hermitien qu'on o défina au

débul de ['exercice.

BONNE CHANCE



