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EXERCICE 1 L'espace vectoriel R3[X] des polynimes & coefficients réels de degré
inférieur ou égal @ 3 est muni de:

Plo=[ PoRwe

1. Vérifier qu'il s’agit bien d’un produit scalaire sur Rs[X)

Soit F = vect(1 + X, X? + 2X®). Donner une base orthonormée de F
Donner une base orthonormée de F-

Soit p la projection orthogonale sur F. Calculer p(X?®)

Calculer d(X3, F)
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Soit q la projection orthogonale sue F+. Trouver une relation entre petq

EXERCICE 2 Soit E un espace euclidien de dimension 3, B = (€}, &, é&s) une base
z+y+2z2=0 ==

L g s .
orthonormée de E, et F le sev d’équations dans B { P

_.-"f
1. Trouver une base orthonormée de F.

2. Trouver une base orthonormée de FL.

3. Calculer la distance d{eq, F)

EXERCICE 3 On considére l'espace euclidien R*, muni du produit scalaire noté (./.)
défini par:

22 +2'z

Vu = (z,y,21t) € RL, W' = (,¢/,2,¢') e R, (w/i) = z2’ 4yy/ + 22’ +t' + =

La norme du vecteur u est alors définie par ||lul| = +/(u/w).
On note B = (e1,e9,e3,€4) la base canonigue de RE.
On note F = {(z,y,z,t) eER* [z +y—z~t=0)}.
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. Montrer que F' est un sous espace vectoriel de R*,
Donner une base de F.

. Construire une base orthonormée de F. On notera U = (v1,v2,v3) une telle base.

La base B est-elle orthonormée?
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Compléter U en une base orthonormée B' de R*
| 6. Soit p la projection orthogonale sur F. Donner limage de w = (1,0,0,1) par p
1 7. Donmer la distance d(w, F).
8. Donner la matrice M de p dans la base B'.
9. Donner la mairice A de p dans la base B.
10. Vérifier que *M = M et que M?* = M.
11. A-t-on les égalités A2 = A, *A= A?

Probléeme

Soient n un entier > 2 et E 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 7 a coefficients
réels. R

I est la matrice identité de E. On note *A la transposée d'un élément A de E. Si
A = (a; ;) appartient & E, on appelle trace de A et on note tr(A), la somme 6,1 +ag2+
v+ 4 app des éléments diagonaux de A.

On considere Vespace euclidien R®, muni du produit scalaire noté (./.) défini par:

vu = (z,9,2) € R® W = (, ¢/, #) e R, (u/u) = oz’ +yy' + 27

La norme du vecteur u est alors définie par ||ul| = v/(u/u).

On note B = (e1, ey, e3) la base canonique de R3 et on rappelle que B est orthonormale
pour le produit scalaire défini ci-dessus. : o
On désigne par a, b et ¢ trois réels, on pose w = (a, b, ¢) et on suppose que ¢ est non

nul.
On note ¢ I’endomorphisme de R® qui & tout vecteur u = (z,y,2) de R3 associe le
vecteur
p(u) = (ye — zb, za — xe, b — ya).

) 1. Ecrire la matrice M de ¢ dans la base B.
J 2. Vérifier que w € kerp.

3. Montrer que (p(e1), p(ez)) est une famille libre.
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/ Déduire des questions précédentes que ker ¢ = vect(w).
. Montrer que pour tout vecteur v de B?,  (¢fu)/w) = 0.

- Bn déduire que:
Imgp = (kero)!

7. Justifier que pour tout vecteur u de R3, il existe un unique couple (u1,ug) élément

de kerp % Imp tel que u = u; + us. &
. Montrer que (u/w) = (w3 /w).
. En déduire que u; = %ﬁ‘?w, puis déterminer 1y en fonetion de u et w.
. Montrer que M® = —||lw||2M.

. En déduire que:
N Yo € Imep, p o p(v) = —Jw||®v. LY J

. Montrer finalement que:

-,

VueR’,  pop(u) = ~wlfut (u/w)w.

On considere 'application g de £ x F dans R , qui & deux matrices A et B de E
fait correspondre le réel g(4, B) = tr(*AB).

Montrer que 'application &r qui & tout élément de E associe sa trace, est une forme
lindaire sur E.

Soit M une matrice de E. Montrer que ¢r(M) = tr(*M).

. En déduire que, pour tout couple (4, B) de matrices de F, on a g(4, B) = g(B, A).

. Boit A un élément de F. Montrer que g(A, A) est la somme des carrés des coeffi-

cients de A,

. Montrer, & (aide des questions précédentes, que g est un produit scalaire sur B,
Soit B = (e1,e,...,e,) la base canonique de R ® et f I'endomorphisme de R ™
défini par:

fle1) = eq et, pour tout entier k tel que 2 < k < n, flep) = epy

Montrer que f est un automorphisme de R .

Soit U la matrice de f dans la base B. Montrer que U™ = [ et que U~! =¢ U.

On suppose, pour les deusr questions suivantes, que n = 4.
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L’espace vectoriel R? étant muni de son produit scalaire canonique, on note B —
(e1,e2,€3) sa base canonique. On considére la matrice

1 7 4 —4
4 1 8

Soit f I'endomorphisme de R? tel que A = matg(f).
4 1. Montrer que f est un automorphisme orthogonal de R3,
/2. Donner la nature de f et ses éléments caractéristiques.
¢ 3. Soit M =t AA. Montrer que M est symétrique.
/4. Justifier sans calcul que M est diagonalisable.
/ 5. Domner la matrice dans B de I'endomophisme f* adjoint de I

6. Déterminer ume matrice diagonale D et une matrice orthogonale P telles que D =
P1MP.

7. Décomposer f en produit de reflexions.
vB. L'endomorphisme h = f — ddgs est-il un automorphisme orthogonal?
9. Soit w = h*oh. Montrer que u et h ont le méme noyau.

10. Soit a la plus petite valeur propre de u et b sa plus grande valeur propre. Montrer
que pour tout = € R%; al|z||? < (u(z)|z) < bz|?
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Dans tout le sujet £ désigne un espace vectoriel euclidien, B = (e, ez, e3) une base
orthonormée de F.
On considére la matrice

1: -2 -2 1
A= g-( =21 =2
1 -2 -2

Soit f ]’endc.)morphlisme de E tel que A = maip(f).
1. Montrer que f est un automorphisme orthogonal de E.
2. Donner la na,ii.uré dé [ et ses Eléments caracténiatiq_
3. Seit O = A I;; et M = CC. Montrer que M est symetnque
4. Justlﬁer sans calcz,ll que M est dla,gonahsable
5. Donner la matrice dans B de l'endomophisme f* a.d]omt de f.

X B Determmer une matrice diagonale I et une matrice orthogonale P telles que D =
PIMP. -

7. Décomposer f en produit de reflexions.
8. L’endomorphisme h = [ — idp est-il un automorphisme orthogonal?
9. Montrer qu'il existe un endomorphisme symétrique positif tel que 52 = h*oh.

N 10. Déduire Pexistence d'un automorphisme orthogonal r de E tel que h = sor.



