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Notations
Les espaces vectoriels euclidiens E et F' sont les espaces vectoriels R™ et R™ respectivement munis

de leurs bases canoniques, de leurs produits scalaires canoniques notés (-|-) et (+|-)p, et des normes
I:l| g et |||l induites par ceux-ci. L'ensemble des matrices réelles & m lignes et n colonnes est noté
Mom.n. On rappelle que le produit scalaire (Az|y)p s’écrit sous forme matricielle Az ou z'Ay ou %
et ‘z désignent respectivement les transposées des colonnes z et y de R™ et R™. L'orthogonal d’un
sous-espace E' de E est noté E'. On désigne par I, la matrice unité de My -

CONSTRUCTION D'UNE MATRICE INVERSE A GAUCHE POUR 4
Dans cette premiere partie, la matrice A, élément de .4, ,, est supposée de rang n.
On désigne par P le projecteur orthogonal dans F = R™ sur le sous-espace Im A.
On suppose m > n sauf dans la question 3 °b).

1. Propriété d’inversibilité et de transposition
a) Montrer que si b est un vecteur de Im A, I'équation A.z = b admet une solution unique.
b) Montrer que I'endomorphisme *AA est symétrique et inversible.
On désigne son inverse par (*AA)_I .
¢) Pour un élément quelconque M de .#, ,, comparer Ker *M et (Im M)~>, (Ker M)* et Im M.
2. Détermination d’une inverse a gauche de A
a) Soit y uu élément de F.
Prouver qu'’il existe un vecteur unique r appartenant & E vérifiant Az = Py et que 'ap-
plication y +— z ainsi définie de F' dans E est linéaire (cette application linéaire est notée

Al)),
b) Prouver que le vecteur z précédent est caractérisé par ‘AAz = ‘Ay et en déduire une
expression de AW 2 Paide de A et de tA.
c) Déduire également de ce qui précéde une expression du projecteur P a 'aide de A et de !A.
3. Propriétés de A9, Unicité
a) Prouver que A9 A = I, et déterminer le rang de A9,
b) Déterminer A9 lorsque m = n.
c) Soit B un élément de 4, , tel que BA = I, et tel que AB soit un projecteur orthogonal.
Prouver que B annule tout vecteur de (Im A)~.
En déduire que, pour tout y € F, By = 49y,
Exprimer la propriété d'unicité ainsi mise en évidence.
4. Exemples

a) On suppose que les vecteurs colonnes a; de A sont orthogonaux deux & deux dans F.
Montrer que A9} s’exprime simplement & I'aide des lignes ‘a; et des normes ||a;| o

Peut-on avoir A'9) =147




b)

Soit un vectenr b, élément non nul de F, cet élément représente I'application linéaire qui a s
élément de R associe sb € R™. Déterminer b'9) et exprimer la forme linéaire correspondante
sur ' au moyen du produit scalaire dans F.

5. Description d’une méthode de détermination de AW,
On se propose, pour le calcul de AW de mettre en ceuvre une méthode itérative ne faisant pas
appel & des inversions de matrices.

a)

d)

Soient Fy et £ deux sous-espaces vectoriels de F' tels que Fy = F + Vect {0} ol Vect {6}
est le sous-espace vectoriel engendré par un vecteur J donné dans Fj, et n’appartenant pas
& Fy. On pose § = d+d' ou d’ est la projection orthogonale de § sur Fy. On désigne par Py
et par P les projecteurs orthogonaux de F respectivement sur Fy et sur Fj.

Prouver que, pour tout vecteur y de F, on a: Piy = Poy+ B (d|y)g d, ou B est un scalaire
que 'on déterminera a l'aide de d.

On suppnse toujours que A4 est de rang n et que m > n. On note Ay (1 € k € n) la matrice
élément de My, . doat les colonnes sont les k premieres colonnes ay, @z, ..., de A.
A P’aide de ce qui précéde, déterminer un vecteur dj de F' tel que pour k > 2, on ait :

(1) AkAig} = Ak--lAE;gEl + dj;dig).
Exprimer 4 a l'aide de Iy, — Akﬁlxﬁlf_}l et de ay.

Pour k entier donné (1 £ £ < n) on écrit Aff} sous la forme A}f ) = (;k) ou Cj est une
k

matrice de #j_1,, et vk une matrice colonne a m éléments,

Ecrire a 'aide des bloes Ck, vk, Ax—1 et ax la relation ALQ)A;C )
En utilisant le fait que 9% est un élément de Im Ay, déduire en particulier des relations ainsi
dj,
5
lidkll

A l'aide de la relation (1), déterminer Cj. a 'aide de AE_) 1, de di et de ag.

Montrer enfin que Cy = Aig_} 1 [Im - agdf)] .

obtenues, que 7y =




EXERCICE 1 On condidére le sysféme 5

i.
£
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r=y+z=ll
e+ —z=3

r42y=0
T4 042 =1
Le systéme admet-il des solutions?

Donnerla meilleur sohition au fens des motndres carrds

EXERCICE 2 Llespace B® élant muni de son produil scolaire canonique; el B =
(e1,e3: 00} lu base canonigue de RY. Soit u 'endomephisme de R qui 6 pour maltrice

] tanf 0O o
dans’la bave B la matrice A = —tand 0 0 |, elfeld %I { 4
0 ¢ 0 | 1,

& be

Monrer que u + Id est inversible.

. Déteminer u°, Vadjoint de u, en foncion de u,
. Soit F = (ker{u))*. Déterminer une Sage orthonormée de F
. On poser = (=u+ f.d]pl{l_r.lvi-.'d'j". Montrer que r 2st tme refation of déterminer

ses dldmenis carcotéristiques.

5, Soit & la réflerion dhyperplan F. Déterminier la miatrice de s dans lo base B

&
14,

L Calewler la distance éndrve F el le vectewrw = (1,.1,1)
- Boitt = ros | la compasée de v et sl Calculer Padjoint de £.(On powrre donner le

résultal en fonction de v et 8).

. Sail £ la réflerion d'hgperplan H = veel(w) + kes{u). Llapplicalion sg= ros; et

elle une reflerion®
Déterminer lex matrices da-sy ef 33 dong - ln base B

Montrer que r ge décompose en composée de dewr rdflerions qu'on déterminers par
Ieur matrices.




