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EXERCICE 1 Soit E un espace euclidien de dimension 4, B = (€1.....63) une base
orthonormée de E, ef F = vect{e; + ea,61 — €1 + €y 63 — €4}

1. Donne une bose et o dimension de F,
B Trowver une boze orthonormée de F.
8 Quelle est lo dimension de F+.

¥ 4. Les espaces F et F* soni-ils supplémentaares?

A EXERCICE 2 On définit sur My(R), Papplication (A|B) = Tr(*AR), ef on congidére
F={M & My(R): T+{M)} = 0},

1. Montrer gue F est un hyperplan de A(R).
8 Donner une base orthonormde de F

3 Dorner F*,

EXERCICE & Soit E U'ensemble des fonetions continues ef In périndiques définies sur
R et & valeurs dans C. On définit sur E spplication (f|g) = _;;"’ flzlglx)d=.

1. Mondrer qu'il &'agil bien d'wn produit scalaire sur &

£ Pour towt k € E, on défini ¢y sur E par ¢,(r) = :J:;.!I:":'ﬁ:s]. Viévifier gie les ep
forment wne fomille orthomormide.

8. Soit n un entier naturel vion nul ot F, = vect{ep, —n = k < n}. Quelle est' lo
dimenston de FL 7

4. Soit f & E. Montrer qu'il eniste g€ Fy tel que f —ge Fi-.
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EXERCICE 1 Soit E un espace euclidien de dl"'l'ﬂ!'-ﬂﬁi'ﬂ?@ B= (8, ...6) une base
eyt rt+i=il
e=2u+dr+i=1

artfonormde de B, & Bl e o dguations dore 5 {
1. Trowver une boze orthonormée de Fl
B Demeer o watriee dens B de lo predection orthogonale aur F.
& Ogleuler &, —ea, F).
4. Dommer une base orthonermee de F-

3. Donmer o matrce dans B de o syméirie oriiogonale parmapport 4 F

EXERCICE 2 Soit £ un eve et B une buse orthonormée de E. Etudier danis les cos
sutvants o nattre de Vendomerphisme Fde E dont Ie wmisirice dans [ est A

B 1 -4
1A=L -4 4 -7
1 B 4 J )

ﬂ..4=g(f E; 3.1:) P{;’ch e refle o~

3 g =D e | (
m—p=1 -
EXERCICE 3 n considére e systéme § suivant: E=2y=2
o T o,

ﬁi” I Le systeme admet -2 des sofulfionsf

2. Donper la meslleure approcimaleon d une selubion de § au sens des motndres carrés

F EXERC'EEE 4 Soit E un espace vectoriel euclidien ovienté de dimension 3 ¢t B =
(@ (o0 k) une base orihonarmeée directe de E,
W)

L

1. Eervive ln matrice dons B de lo rotetion d'angle 7 /4. el d'aze orientd par i +257 — k.

8. Déeomposer la rofation en produff de dewr réflemions.
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MNotations

Danz ce sujet. nest un entier naturel won ol eL ol obe
A (IR) ¢ le M-alptbre des msdrices carpdes réelles d'ovdee o
M (B e IR -espace vectoriel des matrices 4 n lignes ot & une colonne

Sy [H]_lel sous-espace vectoriel des mitrices symistriques de A1.{TR ).
A e sons-espaes vertoriel des matrioes antisymetrigues ds A1, (THY .
ST{H) ; Vensembledes matrioes posicives de 8, (IR ¢'ost-g-dive des matrices A de &, {H} vdrifiant ; pooar toute matrico

X eEM, (IR), TXAX =0
CAL (HL) 2l gronpe ded macrices inversibles de Ad, (TR)
(2 {IR) & le groupe des matrices roelles orthogonnles o'esl-dedioe des matrices W de My IR wérifiant EMM =T,

1 2 1
1. Seit la matries " = (—2 -1 =1| de My}, on pose J =TT, Disgooaliser la mateice i et déterminer une
R L
matrice P de @3(IR} el une matrice diagonale D & termes fous positifs telles que 57 = P-1HP.

2. On pose § = PBP e 5 {IR), montrer que la relation I' = 15 définit une matrice £f € O3(IR) et caleuler cette
sk,

& Boit At Bodews matrices de A, (IR, on pose (A|F] = TH{FA8].

Mentrer que U'on définit wimsi un produit sealaive sur A, (7]

Lo norme associde & ce produit scalaire (norme de Schur) est notde ! JA] = {{.J':|.-1.'|]i. d, Mootrer gue M, (R) =
SR = AL ] et que cette somme directe est orthogonale,

B 51 A eat wowy matriee de A4, (TR mioitver gue oA, SR = || é{d — YAy et determiner de méme d{ 4; A, (R]).

6. Caloaber df17, A4 (M) o I est la matreics exemple de le pacthe T,

7. Montrer qu'une matrice § de &, () apparticut & S sl et senlement st toutes les valeurs propres de S sont
positives ow nulbes.

8. 5i A st une matrice de M, (R}, montrer que b magrice 'AA € &7 [R).

&, Soit- A uns matrice de A (IR, on supposs gu'il existe une moetrice disgonsle D = diag{dy, ds, . dy ) & bermes positifs
telle que "44 = 07,
On neke Ay, Aay o Ay los matrices de M, V) qul forment les colonnes de L madrics A,
a. Pour tont fonple (i, 1) d'onticrs natorels compris entre 1et n, deabuer 'A4,4,, En particulier, si i est un entier
poner leguiel o, = 0, goe vaut A, 7 )
L. Mortrer qoi l'on peot troweer waee bass orthonernde (B, Ep, o By ) de My g (IR (por sapprort au produit scalaive
cananlgue (X, ¥ =1XY, de M, (B} telle que, pour tont entier naturel i entre 1 et 5, A = 4 E)
¢ En deduire qu'il existe une matrice B de O [IR] telle gue A = £0.
10, Soit A et 8 denx matrices de Mg (IR) vévifiaat *44 = 'BE.
i Montrer gu'il edste ume matrice disgopale 0 & Lerines posttifs eboine mattioe orthogonade Potelles oue
PrUAAP = F"UREP = [)%,
b Montrer ou'il edste une matrice O de O (IR) telle gue 4 = U8,



