Controle mi-semestre : Analyse

Probléme

Partie I. Etude de la série harmonique
S ln)

1. Seit f une bijection de M sur N°. On considére la série de terme général u, = Ry

(a) Montrer que pour tout n entier naturel

o

Z Flk) = nin + 1].

(TR | 2
(b) Endéduire que la série de terme général i, est divergente.

1
{¢) En déduire la nature de la série de terme général -7
T

. . 1
,l!. On considitre la suite de terme général v, = | + % F o ho= = In .

i
Montrer que cette suite est convergente. { on pourra montrer quelle est positive et
décroissante ),
Soit ¥ sa imite, { ~ est appelée constante d’Buler ).

3,.1 {a) Montrer que, pour tout entier & > 2,
1 | 1

Pl K

el
A =il

7| v
]

{(b) Justifier I'existence de la somme Z rl.: pour tout n = 1.

k=n

: ; 1 <5
Montrer que cette somme est équivalente & — au voisinage de 4o
L

J {c) Montrer que si (@, )uen et (I )nex sont deux suites & termes strictement positifs
telles que :
® les suites (a, )uen et (b, ).ex soient équivalentes au voisinage de +o¢.
* la série de terme général o, converge.
2

alors les sc:mm'ea-z ay et Z i sont équivalentes au voisinage de +oc.
b k=n
. ; 1 e
{d) Déduire des questions précédentes que v — v, est équivalente  — 57, AU voisinage
(2}
de +oo.
(e) Quelleest!'ordre de grandeur de I'erreur commise lorsqu'on prend comme valeur
approchée® de + la valeur v, avec n = 10%



4. Application : Soit 7 un réel strictement positif donné, On pose

ot on considere la série de terme général wy, = ™.
. 1 s ; : .
{a) Soitx € LJ. - [ Montrer, en utilisant la deuxiéme question, que cette série est
&
convergente.

: 1
(b) Quelle est la nature de cette série pour & = = 2

Partie I1. Etude de la série harmonique alternee

= L
1. (a) On considére la série de terme général u, = -[u }}l . Sait &, la somme partielle

de rang n de cette série. Montrer que les-deux suites (S, Jazt 8t (Szwe1Jnzn SONE

adjacentes,
k(h:l En déduire que la série de terme général i, est convergente.
2. Soit n un entier naturel. On définit la fonction £, sur I'intervalle [0, 1] par

vie[0,1], falty= Y (=1ft"

]
E{a) Exprimer [, (1] en utilisant la somme d'une série géométrique.

I jn+l 1
\Q[h} On pose [, = -[—Id!. En calculant [ f.(t)dt de deux fagons différentes, ex=
o {}

primer 5, en fonction de [,
- == b
3. Caleuler lim .. En déduire la valeur deasomme p "=
=y -
Jeaefl

Partie 111, Etude de la série de terme général ;13

1. Soit ¢ un réel de Vintervalle [0, 7], Pour tout n € M, on pose

ealty = zml'lh.‘ll.
k=]

Calculer ¢u(t) pourd < t < 7. (On pourra utiliser s,(t) = :):: sin(kt) ).
k=1

Préciser ¢, (0). Montrer que fa fonction t e, (1) est continue sur [0, 7|,



B
2. Onposew, =3 ;3 Montrer que

K]
w r:
Wy = f ("_ =T .f) f'..“:ldﬁ
i 2%

puis que
a2 1 sin (1—--2";“’)
tﬂn‘—“—'E—TEL (E,:’.-_r) _-__-—.:,"I]Ilé dt

= 1
: ) —— est bornée sur i, #}. En déduire

3. (a) Montrer que la fonction f : t (:-. = s

ume ma}ﬂratmn de f f &in Eu I }'di pour 5 5 |0, ﬂ].

(b} Montrer, & I'aide d'une mtégratmn par parties, que

!::mf f(#)sin {2” @rt by,

En déduire la valeur de a somme z -]:3
=l

Fin de probléme
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PREMIER PROBLEME
1. D¥émontrer que la série trigonométrique 3 (_El"_ cos(nx) + :—;; sin{n:c]) converge normalement sur B

\5.

. Justifier que la fonction z s

@

+oo fuiry T
+ Pour tout entier p = 2, déterminer la somme de la sévie ('?) puis en déduire les valenrs de

p | g de g | I]“-'ﬂ_
'E] 3 cos(nz}, ':‘}:,-_‘D T sin{nz} et ..,E.,:u (-2;_- cos(nz) + S sm{n:r]) S

On admet gue la série trigonométrique 3 ;1’:-:: sin(nx) converge simplement sur B. Converge-t-elle normale-
nzl

ment, sur B 7

. Démontrer que s les séries 3o a, et 374, sont absolument convergentes, alors la série trigonométrique

¥olaycos(nz) + by sin{nz)) converge normalement sur B,

Soit f € Cgr définie ainsi : pour tout = € [~m, %], f(z) = 22 et f est 2r-périodique sur R, Construire Ja
conrbe de cette fonction [ sur lintervalle | -3, 37| puis déterminer, pour tout entier naturel, les cofficients
dal [} et bl f). Donner une série trigonométrique associée & f.

- + oo |:_1':|"- . |
- En déduire les sommes 3~ ~—— et T =
n=] w=]
] H
Diéduire alors de la seconde somine la valeur de n% & i i -

0

l .
01 2) o totugrabie s ikbevalla 10,1 pii dsciinatrer: que

J’.In{]+::l = i

B T =3y

- La somme d’une série trigonométrigue qui converge normalement sur B est-elle nécessairement une fonction

dirivable sur 7 ;
Proposer une eondition suffisante sur les séries ¥ na,, et 3 nb,, pour que la somme de la série trigonométrique
2 (an cos(nz) + by, sin(nz)), qui converge normalement sur R sait une fonction dérivable sur B .

- Déterminer la somme de s série trigonométrique 37 5; cos(nz). .
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DEUXIEME PROBLEME

On admet que : }4 R ﬁ—?
qu LoE =
1. {a) Montrer que, pour tout couple (z;y) € {[ﬂ +oo()?, lasévie LI et la série

| azt (m+x)n + y)

——— canvergent.
LTy e

i 1 1
() Montrer que, pour tout z de [0, +ocf, la série ¥ [ — = ) CONVETEE,
L nzl T n+x

- |
On note 5 Vapplication définie, pour tout = de [0, 400, par 5(z) = ¥ (; = _:_ z),
= ] .

2. Calealer S(0) et 5(1).

3. (a) Buablc: ¥, € (101002, S) =8 = (4 -2) & s,

a
(b) En déduire: Y(z,y) € ([0, +oa])?, |8(y) — S(#)| = %r]y —#],

{¢) Montrer alors que la fonction S est continue sur [0, +ocl.

4. (a) Montrer, pour tout couple (z,y) de ([0, +o0))? tel que £y -
b{ul 5'{11' ;
nz (n+x)? < = Z n?’

" b ]
() En déduire que la fonction S est dérivable sur [0, +oof et que: ¥z e [0, +o0], S(z)= ¥ |:'~'T':'=‘_}‘:
n:!l

{c) Préciser les valeurs de 5'(0) et 5'(1),

o0
5. On admet que S est deux fois dérivable sur [0, 400 et quet Vr € [0, +o0, Sz} =- % {ﬂ_frﬂ-f}?
. fisa |

Montrer que 5 est concave.
6. Soit z €|0, +00] fixé. On note w la fonetion définie sur [1, 50| par

1
L4z

Wee (1 ool wit)= % =

+
{a) Montrer que l'intégrale ﬁ;al'{i]dt converge el caleuler sa valeur.
] L]
n+1 o o
(b) Montrer: Yne N®, win+1)< [wp(t)di < win), et en déduire: [e(t)dr < S(z) <1+ [ear(tyiz.
* n | 1
(¢} Conclure que $(z) équivant & Inx en +2.

7. (a) Dresser le tableau de variation de S, en précisant la limite de § en 400,
(L) Tracer 'allure de la courbe représentative de 5.
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