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Controle continu d'Analvse

La rédaction, la clarté et la précision dans lés ralsonnements constitueront des éléments importants
dans ['évalvation des copies. Tout dehange de matériel de quelque nature que ce soit est interdit.
Bon courage.

Exercice 1 Soit (py)es1 la suite ordonnée des nombres premiers. Le bul de Uerercice est o 'étudier
la divergence de la série ¥, o= Pourn > 1, on pose Vi, =[]0, &f

1. Montrer que la suite (V,,) est convergente si et seulement si la sutte (In Vi) est convergente.

2. En déduire que la suite (V,) est convergenie si 6t seulement & la série Poksy o oSt convergente.

J. Démontrer gue m
i 1
«=1(7)

k=l Szl

4. En déduire que V, > ;.'ﬂ _,%

5. Quelle est la neture de la série st % ?

6. Pour a € R, quelle est la nature de la série 2651 #i 7
Exercice 2 Soit (f,) la suite de fonctions définie sur [0, 1] par fu(@) = n*z(1 — nz) sz € [0, L /n]
et folz) =0 stnon.

L. Etudier la limite simple de la suite (f,).

2. Caleuler [} fu(t)dt. Yea-t-il convergence uniforme sur [0,1] %

3. Etudier la convergence uniforme sur la, 1] pour a €)0,1),

Exercice 3 Soit [ une application continue de [0,1] dans C. Pour fout entier 1 > 1, on définit le
polyndme B, de degré n par ;

B,(z) = E;ﬂ (:) 21—k (E) .

O rappelle que la fonction [, continue sur [0, 1], est uniformément continue, i.p, pour tout £ > 0, 4
existe 1 > 0 tel que, pour couple (z,y) € [0, 1? vérifiant |z — y| < 1, on a |f{z) = fly) <. On
note par ailleurs M = supge.c, | f{z)]:

L Pourx,y € R, doniner une expression simple dos quantités suivantes -

2 (:)-’“*3‘”"’" = R@r“y"‘* et 12 Kk — 1}(:)Ityn-t_

fzkin O<ken LkEn

2. Pourz € [0,1], on pose ri(x) = (Mye*{1 — )%, Montrer que
2ormda) =1, 3 knife)=nz, ¥ kE- Drlz) = nln - D2
o<ken O<k<n 1<k<n
En déduire U'égalité ;
> (k—nz)re(z) = nz(l - z).

0<k<n
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3. Montrer que pour tout T € [0, 1], ona:

@) - s ¥ |- 1 ()|
Ofk<n
4. Pourr.€ [0,1), en note J(z) = {0 <k < n; |k —nz| <nn}. Prouver que :
k
JE) =S| = )| rlz) <&
ag:r:z (“‘) )
§. Prouver que : i m P
e F I 20 W RE o),
3 |1 (3) | <2 T e
puis que y
S -1 (E) o) € g

kedizy
6. En déduire que la suite de polyndmes B, converge uniformément vers f sur [0, 1].

7. En déduire le théoréme d'approcimation de Weierstrass © 51 [ est conlinue sur {a,b], il existe
une suite de fonclions polynomaales qui converge uniformément vers [ sur [a, b,
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Examen d'Analyse
Durée: 2H 30mn

La rédaction, la clarté ot la précision dans los taisonnements constitieront des déments importants
dans l'évaluation des eopies. Tout dehange de matériel de quelque nature que ce soit est interdit.
Bon courage.

Objectifs : On note I la fonction définie par

Fiz) = i {_-::‘-LL'

n=]
et { la Fonetion définie sur 11, +oe] par
Lg=s] 1
{{1} - Z n—:. -
n=|

Ce probléme propose une étude croisée e quelques propriétés de F el (.
Mise & part la partie IT1. qui utilise des résultats de la partie L, les parties sont, dans une tris large
mesure, indépendantes,

I. Généralités

1. Déterminer 'ensemble de définition de F.
2. On considére la suite de fonctions (g,),z définies sur [0, 1] par

alt) = 3 (-~
el

Déterminer la limite simple g de (g,) puis, en utilisant le théoréme de convergence dominée,
montrer que F(1) = f' g(6)de. En déduire la valeur de F(1).

u}n—l

e [

3. Démaontrer que ls série de fonictions VI converge normalement sur (2, +ocl. En déduire

=l
la, limite de I en 400, % '
4. Dévivabilite de F

1 Eorn ot A ot .
(a) Soit z > 0. Etudier les variations sur [0, +oo| de la fonction ¢ - e et en déduire que

] Inn y
la sumite (ﬂ—,) est monotone & partir d’un certain rang (dépendant de z) que 'on

pricisern,

= =1
(b) Fuurﬂilronpnseﬁ.:zﬁi—ril-L.

Si g est un réel strictement positif, démontrer que la série des dérivées 3 f* converge
n2|

uniformément sur la, +ogf. =
Eu déduire que £ est une fonction de(1 sur 10, 420
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5. Lien avee ¢
Caleuler, pour = > 1, F(z) - ({x) en fonction de x et de {(z). En déduire que

Fr)= (1= 2"%)¢(z).

Puis en déduire a limite de { en +oc.

1I. Produit de Cauchy de la série alternée par elle-méme

On rappelle que le produit de Cauchy de deix séries ¥ iy it E ba et la série 37 ¢, o
n=]

L | nzd
n-1
n =} tiby_p. Dans cette partie, on veut déterminer la nature, selon la valeur de i, de I série
k] :
) — S .
2. tulz), produit de Cauchy de ¥ (=) par elle-mémi.
n>3 nl n*

Cette étude viv illustrer le fait que lo produit de Cauchy de deux séries convergentes n'pst pas
nécessairement une série convergente,

Dans toute cette partie, n désigne un entier supérieur on égal & 2 et £ un réel strictement positif.
6. Biude de fa ConvErgence

{a) Indiquer sans aucun caleul la nature o la somme, en fonction de F, de la série produit
¥ ealz) lorsque = > 1, *

nz2

£

£ —1
(b) Déwmontrer que, pour = > 0, 6,(z) > L'ﬂi: )

En deduire, pour 0 < z < 1 In nature de In série 3 ¢, ().
2 < 5

1. Cagollz =]
On suppose, dans cette question 7., quo =1,

: 3 . . ) 1
(a) Décomposer en éléments simples Ia fraction rationnelle m \,/

: i . 1 1 I
En deéduire ime expression de el ) en fonction de ; 2, ol Hy =1+ g sk = {somme
particlle de la série harmonique).

: . ! ) H,_
(b} Déterminer la monotomie de Ia suito (—-“—' .
i .
nxd

(¢} En déduire la nature de la série 5 e (x),
ol

HI. Caleul de la somme d'une série & Paide d’une étude de ¢ au voisinage de 1

8. Développement asymplotique en |

(a) Ecrire en fonction de In2 ot de F(1) e développement limité & 'ordee 1 et au vuisinage
de 1 de la fonction F, puis déterminer lo développement limité d ordre 2 ot an vaoisinage
de 1 de la fonction z =» 1 — 212,

(b} En déduire deux réels o et b, qui s'éerivent éventuellement & 'aide de In? et F'(1), tels
que l'on ait, pour z an vaisinage de 1* ;

({z) = :r_i_l + b+ e(l).
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9, Développement asymptotique en | (bis)
On considire la série de fonetions 37 vy, ofi v, est définie sur [1, 2] par

n=l
ok [8
(a) Justifier que, pour n > letz e |1,2], ona:
0% (@) € o = e
(b} Justifier que, pour x € [1,2], la série };:l tntz) converge. On note alors 4 = 1?::‘: vall) (c'est

la constante d'Euler).
150
(¢) Exprimer, pour x €]1,2], la somme ¥ v, (x) & Paide de ¢(x) et 1 — z,
=l

(d} Démontrer que lasérie §7 w, converge uniformément sur |1, 2] (on pourra utiliser lo reste
>l &

de la série).
(¢) En déduire que Pon , pour = au voisinage de 1+

{(z) = I—i]- + -+ oll).

10. Application

Déduire des résultats précédents une expression, i I'aide de In 2 et 4, de la somme

"f (=1)*VInn
ﬂ.'-I o
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