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Cycle Préparatoire-Semestre 2

Série n◦ 4 : Séries numériques

Exercice 1
Étudier les séries de terme général :
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0
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e−t
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√
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Exercice 2
En utilisant les séries de Bertrand, déterminer la nature des séries suivantes :

∑
n≥2

1

(n2 +p
n) lnn

et
∑

n≥2
sin

(
1

n l n2n

)
.

Exercice 3
Soit α ∈R+∗. On pose pour n ≥ 1,

un =
n∑

k=1

n

(n2 +k)α

Étudier la nature de la série
∑

n≥1
un .

Exercice 4
Étudier selon (α;β) réels, la nature de la série de terme général :

un = sin

(
n2 +nα+β

n
π

)
.

Exercice 5
Soit α> 1. On note

Rn =
+∞∑

k=n+1

1

kα
.

1. Soit a ∈R. Déterminer

lim
x→+∞

∫ x

a

d t

tα
.

2. En déduire un équivalent simple de Rn .
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Exercice 6

1. En utilisant l’inégalité de Taylor-Lagrange sur la fonction t 7→ ln(1+ t ), montrer que la série∑
n≥1

(−1)n−1

n
est convergente et de somme ln2.

2. Sachant que
1

k
=

∫ 1

0
t k−1d t , retrouver d’une autre façon le résultat précédent.

Exercice 7
Nature et somme des séries suivantes :

1.
∑

n≥0

n2 +2n

n!
2.

∑
n≥1

ln

(
(n +1)2

n(n +2)

)

Exercice 8

1. Décomposer en éléments simples la fraction
6

n(n +1)(2n +1)
.

2. Sommer la série
∑

n≥1

1

12 +22 +·· ·+n2 .

Exercice 9
Montrer que la série de teme général :

un = 9

(3n +1)(3n +4)

converge et calculer sa somme (n ∈N).

Exercice 10

1. On suppose que
∑

n≥1
an est une série convergente à termes positifs. Montrer que ces trois séries sont

également convergentes :

(a)
∑

n≥1

an

an +1
(b)

∑
n≥1

p
an

n
(c)

∑
n≥1

a2
n

(on pourra utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwartz).

2. On suppose maintenant que
∑

n≥1
an an est une série divergente à termes positifs. Montrer alors que

les séries suivantes divergent :

(a)
∑

n≥1

an

an +1
(b)

∑
n≥1

p
an

Distinguer les cas an → 0 et an 9 0.

Que dire des séries suivantes ?

(c)
∑

n≥1
a2

n (d)
∑

n≥1

an

1+n2 an
.
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