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Exercice 1. Ecrire la négation des assertions suivantes ou P, @), R et .S sont des propositions.
1. P=Q,
2. PAQ,
3. PA(QAR),
4. PV (Q ANR),
5. (PANQ) = (R=9).
Exercice 2. A l'aide d’une table de verité, montrer que on a :
a) (AN(A= B))=B (regle d’'inférence ou syllogisme)
b) ((O=P)AN(P=0Q)) = (0=Q). (Transitivité de =).
Exercice 3.
On considere les ensembles suivants :
A =1{1,2,5}, B ={{1,2},5}, C = {{1,2,5}}, D = {0,1,2,5},E = {5,1,2}, F = {{1,2},{5}}, G =
{12}, {5},5}, H = {5, {1}, {2}}.
1) Quelles sont les relations d’égalité ou d’inclusion existant entre ces ensembles ?
2) Donner le cardinal de chacun de ces ensembles.
3) Déterminer AN B,GU H, E\G.
4) Quel est le complémentaire de A dans D?
Exercice 4. Ecrire la négation des propositions suivantes :

(a) Vx € E, Jy € E, P(z,y). (b) lx € E,Vy € E, P(z,y).
(c)IreR,Ise R, Ve e R, x <rets<u.

Exercice 5. Soit f, g deux aplications de R dans R. Traduire en termes de quantificateurs les expressions
suivantes

1. f est majorée ; 2. f est bornée ; 3. f est paire ; 4. f est impaire ; 5. f ne s’annule jamais ; 6. f
est périodique ; 7. f est croissante ; 8. f est strictement décroissante ; 9. f n’est pas la fonction nulle ; 10.
f n’a jamais les mémes valeurs en deux points distcincts ; 11. f atteint toutes les valeurs de N ; 12. f est
inférieure a g ; 13. f n’est pas inférieure a g.
Exercice 6. Soient f: F — F, A, BC Eet M,N C F, Montrer qu’on a:

1. f(AUB) = f(A)U £(B)

2. f(ANB) C F(A)N F(B)

3. FHMUN) = f~1(M) U fH(N)
Exercice 7. Dans R on définit la relation R par :

Vr,y€R, Ry 2?2 -1=9%>-1

1) Montrer que R est une relation d’équivalence
2) Donner I’ensemble quotient R/R.
Exercice 8.. Soit f une application de E dans F, Montrer que :
f est injective & VA C E A= f~1(f(4)),
f est surjective & VB C F, B = f(f~*(B)).
Exercice 9.
On définit les applications:
5 si n est pair
fN—N n—2ne g:N—N n—

n—1
2

Etudier Iinjectivité et la surjectivité de f, g, foget go f.

si n est impair
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Exercice 1. .
On utilise les régles de De Morgan, 1'équivalence (P = Q) < (Q V P) et P < P On obtient:
(P = Q)& PAQ;
2. (PANQ) < PVQ ce qui est équivalent aussi & (P = Q);
3. (PAN(QAR)) < PV (QVR) (on peut supprimer les parentheses) ;
4.(PV(QAR)) < PA(QVR) (ici les parentheses sont importantes) ;
5 (PAQ)= (R=S5) & (PAQ)V(R=5) & (PVQ)V(RVS) & (PVQ)A(RVS) < (PA
QANRAS)<= (PANQ)A(RAS)< PAQARAS.

Exercice 2.

a)
A 0Ojof|1]1
B 0]1]0]1
A= 1B 11101
AAN(A= B) 0[0]0]1
(AN(A=B)=B|1]|1]|1]1

On voit donc d’apres la table de verité que la proposition R = ((A A (A = B)) = B) est toujours vraie
b) Notons R la proposition logique :

(0= P)A((P=Q))=(0=Q)

En utilisant la définition de I'implication et les propriétés vues dans le cours, on obtient :
< [(0=P)N(P=Q)=(0=Q)
0=QV(0=PAP=0Q)

& |(
s |o=@v@©=PVvP=09)
< |(
< |(

Qv@)v(PvOjv(Qv?)]
_Q\/é)\/(ﬁ/\ﬁ)\/(@/\f)]
& [(QVO)V(PAO)V(QAP)

Ainsi, pour montrer que la proposition R est vraie, il suffit de montrer que toutes ses valeurs de vérité
sont égales a 1. On a :

O
P
Q
Y
A
A

fel v/ o)
| Q| O

Rl o|lo|r|o|lolo
= E=] el Nl Nl Nenl Nl
e Rl k=l e K=l K =)
= OO == =O
e K=l ) Kel Nenl Neol o
k=l i e k=l
—|—|o|lolo| |~
= O O | = =] =

R

ce qui montre la véracité de R, donc la transitivité de 'implication.
Exercice 3

1)A=FE, ECD;FCG,BCQG.

2)card A=3,card B=2,card C =1 ,card D =4, card E =3, card F' = 2, card G = 3, card
H =3.



3) AnNB={5},GUH ={5,{1},{2},{5},{1,2}}, E\G = {1, 2}
4) Le complémentaire de A dans D est D\ A = {0}.
Exercice 4. la négation des propositions sont :
(a) Ixr € E,Vy € E, P(z,y)
(b) Vx e E,Jy € E, P(x,y)) V (3x1 € E,Jx3 € E,x1 # 22,Vy € E, (P(x1,y) et P(x2,y)))
(c)Vre R, VseR, Iz € R, x >rous>x.
Exercice 5

.LIMeRVzeR f(z) <M ;2 IMecRtVz eR |f(z)] <M ;3 VeeR flz)=f(-z) ; 4
Vz € R f(z) = f( z) ;5 Vz e R f(z) #0; 6. EIaER*VxGR fz+a) = f(x) ; 7. V(z;y) € R?
(z <y) = f(2) < F(y) s 8. ¥(wiy) €B? (¢ < y) — f(2) > f(y) : 9. Zr € R f(2) #0; 10. Y(asy) € B2
(x#£y)= f(x)# f(y);11. Vn e NIz € R f(z) =n; 12. VmERf()<g(x);13 Jz eR f(x) > g(x).

Exercice 6.
1. Soit y € F, alors
ye f(AUB) e dJz e AUB;y = f(x)

Sz [(reA)V(zeB)A(y=f())]
& 3x[((ze AN (y=f(@)V(zeB)Aly=flz))]
& B ((ze Ay =f@)VEz((zeB)Aly=f(z))]

< (e f(A)V(ye f(B)
<y e f(A)Uf(B)
ce qui montre que f(AU B) = f(A)U f(B).
2. Soit y € F, alors
ye f(ANB)& dr € ANB;y = f(x)

@31’(@614) (x € B)A(y = f(z)))
e [Fz (e AN (y=f2) Az € B)A(y = fz))]
= [z (z € A) A (y = f(@)]A[Fz ((z € B) A (y = f(2)))]
= (y € f(A) A (y € f(B)
=>y€f() f(B)
ce qui montre que f(AN B) C f(A)N f(B).
3. Soit z € F, alors
r€fTY(MUN) & f(r) e MUN
< (f(z) e M)V (f(z) € N))
& (ze fTHM)V (v e fTHN))
éxef "(M)U fFHN)
ce qui montre que f~Y(M UN) = f~1{(M)u f~}(N)

Exercice 7
Dans R on définit la relation R par :

Ve,y€R, xRy < 2?> -1=9y> -1

Montrer que R est une relation d’équivalence et donner ’ensemble quotient R/R.
1. R est une relation d’équivalence.
i) R est une relation Réflexive, car d’apres la Réflexivité de I’égalité on a :

Ve eR, 22 —1=122—1, donc Vz € R, zRx

ce qui montre que R est une relation Réflexive.
ii) R est une relation Symétrique, car d’apres la Symétrie de I’égalité on a :
Ve, y ER, zRy & 2?2 —1=9y> -1

& y?2 — 1 =22 — 1 car I'égalité est symétrique

< yRx
donc Vz,y € R, zRy < yRx
ce qui montre que R est une relation Symétrique.
iii) R est une relation Transitive, car d’apres la Transitivité de 1’égalité on a :
Vaz,y,2 €R, (zRy) A (yRz) = (22 =1 =9y? = 1) A (2 —1=22-1)

= (22 — 1= 2% — 1) car I'égalité est Transitive.



= (zRz)
donc

YV, y, z € R, (zRy) A (yRz) = (xRz)

ce qui montre que R est une relation Transitive.
De i) , ii) et iii) , on déduit que R est une relation d’équivalence.
2. Déterminons I'ensemble quotient R/R.
Soit x € R, alors :
VyeR, xRy 2>-1=y>-1
S22 —y?t=0
& (r—y)(z+y) =0
©y=2)V(y=—x)
donc : z = {x, —z}, par suite

R/R = {{z,—z}, ze€R}

Exercice 8.

a) Commencons par remarquer qu’on a toujours, si A C E, A C f~1(f(A)). En effet, si x € A, z est un
antécédent de f(x), qui par définition appartient a f(A), donc z € f~1(f(A)).

Supposons maintenant f injective et x € f71(f(A4)). On a donc f(x) € f(A), c’est-a-dire qu’il existe
un élément z dans A tel que f(z) = f(z) (mais a priori z n’a aucune raison d’étre égal & x). Comme f est
injective, on a lors z = z, donc en fait z € A et f~1(f(A)) C A, d’on I’égalité de ces deux ensembles.

Pour la réciproque, supposons que VA C E, A = f~1(f(A)), et soit  un élément de E. En appliquant
I'hypothese & A = {z}, on a f~1(f({z}) = {z}. Or, f({z}) = {f(x)}, donc f~1(f({z})) est constitué de
tous les antécédents de f(x). La propriété nous indique donc que, quel que soit x, f(z) n’a qu'un antécédent
par f, c’est la définition d’une application injective.

b) Pour la caractérisation de la surjectivité, c’est un peu similaire : on a toujours g(g=(M)) C M (les
images d’antécédents d’éléments de M sont ces éléments de M). Si de plus g est surjective, tout élément y
de M admet au moins un antécédent dans A, dont I'image sera y, donc y € g(g~*(M)), et M = g(g~*(M)).

Réciproquement, si VM C F,M = g(g~'(M)), on a en particulier, si y € F, {y} = g(¢7*({y})), mais
ceci implique que y ait au moins un antécédent par g, sinon 'ensemble g~!({y}) serait vide et son image par
g aussi L’application g est donc surjective.

Exercice 9.

L’application f est injective (en effet, si 2n = 2n/, onan= n,)7 mais pas surjective, 3 par exemple n’a
pas d’antécédent par f (toutes les images des entiers par f sont des entiers pairs).

Au contraire, g est surjective car tout entier n est antécédent par g de son double 2n, mais n’est pas
injective, car 2 et 3 par exemple ont la méme image par g.

Comme g o f n’est autre que l'identité sur N elle est bien entendu bijective.

Enfin, f o g n’est ni injective (pour la méme raison que g : 2 et 3 ont la méme image) ni surjective (pour
la méme raison que f : toutes les images sont paires, donc 3 n’a pas d’antécédent).



